Fizikai mennyiségek, allapotok

Atomok és molekulak fizikai mennyiségeihez rendelt operatorok

A kvantummechanika mint matematikai modell alapvetd épitGelemei a rendszer leirdsara szolgald
fizikai mennyiségekhez rendelt operatorok. Mint azt a kvantummechanika posztulatumaiban rogzi-
tettilkk ezek az operatorok a megfelel§ klasszikus mechanikai mennyiségekbdl allnak el oly médon,
hogy az impulzust (p) és koordinatat (q) a megfelels operatorral helyettesitjiik a klasszikus fizikai
mennyiséget definialé O (p, q) fiiggvényben
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Egyrészecske operatorok

Tekintsiink egy N részecskébdl allé rendszert. Jeldlje részecskék koordinatéit #;, az impulzusat p;
és a spinmomentumat §; A rendszer lefrasara szolgalo Oq operator egyrészecske operétor, ha el6all
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ahol 05) csak egyetlen részecske koordinatajatol és impulzusatol (palya és spinmomentumatol) fiigg.



A leggyakrabban el6forduld egyrészecske operatorok:

o Teljes impulzus
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o Teljes kinetikai energia
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e Potencidlis energia, ami a rendszernek a kornyezetével valé kélcsonhatasat irja le
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o Teljes pdlyamomentum
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o Teljes spinmomentum

o Teljes impulzusmomentum
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Kétrészecske operatorok

Az N részecske rendszeriink leirasara szolgalé O operator kétrészecske operator, ha elgall az alabbi
formaban
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A legfontosabb ilyen operdtor a részecskék kozotti belss kolcsénhatas potencidlis energia operatora,
ami a részecskék kozotti tavolsagtol figg
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Ilyen példaul a Q; t6ltést részecskék kozdtti Coulomb kélesdnhatas potencidlis energia operatora
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A Hamilton operator

A teljes energia operatora, vagy mas néven a Hamilton operéator fontos szerepet jatszik a kvantum-
mechanikiaban. Alakja nem-relativisztikus esetben a kévetkezd:

H=T+VB 4 VE (0.12)



Atomok és molekulak kvantummechanikai allapotai

A kvantummechanikiaban az azonos részecskék megkiilonboztetésére nincs moéd. A klagszikus me-
chanikidban a kezdeti allapot ismeretében barmikor megadhatjuk a részecske allapotat, ami lehetévé
teszi két vagy tobb részecske folyamatos megkiilénboztetését. A kvantummechanikabeli megkiilon-
boztethetetlenség abbol adédik, hogy a helyet és az impulzust nem lehet egyszerre szérdsmentesen
mérni igy a klasszikus azonositasi eljaras nem miikodik. Az alabbiakban megvizsgéljuk, hogy milyen
kovetkezményekkel jar ez egy N részecske rendszer allapotaira nézve.

Két azonos részecske (N = 2)

Jeldlje Ay ([\2) a l-es (2-es) részecskét jellemz6 egyszerre mérhetd fizikai mennyiségek operatorai-
nak teljes rendszerét (CSCO). A hozzajuk tartozo sajatértékek legyenek A\j Ao. Tegyiik fel tovabba,
hogy A1, Ay a kétrészecske rendszer CSCO-ja is. A rendszer allapotterének bazisvektorai igy |A1,A2)
alakban irhatok. A részecskék megkiilonboztethetetlensége miatt az Gsszes fizikai mennyiség opera-
tordnak olyannak kell lennie, hogy alakja ne valtozzon meg akkor, ha a két részecskét felcseréljiik.
Matematikailag ez azt jelenti, hogy ha a Py operatort a kovetkez6 modon definialjuk

Py [A1A2) = [A2, M1, (0.13)

(azaz a Py operator a két részecskét felcseréli), akkor ez az operator felcserélhets lesz a rendszer
tetszéleges fizikai mennyiségét leird operatorral igy a Hamilton operatorral is.

HPy = Py H,

ami azt jelenti, hogy létezik kozos sajatallapot rendszeriik, azaz a rendszer stacionarius allapotai a
P»; operétor sajatallapotai is egyben.



Vizsgaljuk meg Py sajatallapotait
Po ) =pl¢), (0.14)

ahol p és [¢) a Py sajatértéke és sajatallapota. Hattassuk az egyenlet mindkét oldalara djra a Py
operatort
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azaz
p2 = 1; p=4£1.

A +1 sajatértékhez tartozd sajatallapot a részecskék cseréjére nem valtozik, szimmetrikus, mig
a —1-hez tartozo elGjelet valt, antiszimmetrikus. Természetesen nem minden fiiggvény rendelkezik
hatarozott szimmetria tulajdonsaggal, azaz sorolhatd be a fenti két csoport valamelyikébe. Kénnyen
belathaté, hogy a

. 1 .
Sy = 3 (1 + P21) ;
. 1 .
Ay = 3 (1 — P21) )

szimmetrizalé illetve antiszimmetrizdlé operdtorok segitségével a kétrészecske rendszerhez tartozo
Hilbert tér tetszoleges | f(1,2)) elemének elgallithatjuk a szimmetrikus vagy antiszimmetrikus kom-
ponensét.



Fs13) = S, 17(12) = 5 (1F0L2) + Pu lF0,2)) = 5 (7(1,2)) +1£21,))
Fa2) = A 1f2) = 5 (1701,2) — P l7(1,2))) = 2 (17(1,2)) - [£(2,1,))

Vizsgaljuk meg, hogy val6ban rendelkeznek-e a megfelel§ szimmetriadval ezek az allapotok
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Polfs(1,2)) = 5(Pa|f(1,2)) + P [£(1,2))) =|fs(1,2)),
1
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Polfa(1,2)) = 3(Pulf(1,2)) = P |£(1,2))) = —1[fa(1,2)).

Azaz mindkét esetben a megfelel§ szimmetria tulajdonsagot kapjuk. Adjuk &ssze a szimmetrikus és
antiszimmetrikus komponeneseket

702+ 17402)) = 5 (1£0L2)) + B 1701,2)) + 5 (1£0L2)) = Bar 17(1,2))) = 17(1,2)),

azaz a szimmetrikus és antiszimmetrikus komponensek visszaadjak az |f(1,2)) fiiggvényt. Minden
kétrészecske allapot felbonthaté szimmetrikus és antiszimmetrikus komponensek Gsszegére.



Ketténél tobb azonos részecske (N > 2)

Ha a rendszeriink ketténél tobb részecskét tartalmaz akkor is igaz, hogy azok tetsz6leges felcserélése
nem okozhat valtozast az elméletbdl szarmaztatott fizikai kijelentésekben.
Ahhoz, hogy az N részecskés esetet vizsgalhassuk altalanositsuk péarcsere operatorunkat a kovet-

75a2<1’ 2, N) =1,
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kez& modon. Legyen

permutécios operator, ami a részecskék eredeti sorrendjét (1,2,..,N) ugy véltoztatja meg, hogy
(a1, g, ...,an)-et kapjunk. Ezen operdtorok mindegyike felcserélhet6 a Hamilton operatorral de
egymassal nem. Ez azt jelenti, hogy nincs a permutaciés operatoroknak és a Hamilton operatornak
kozos sajatfiiggvény rendszere, igy a két részecske esetén alkalmazott gondolatmenetiink kézvetle-
niil nem altalanosithat6. Kijelolhets azonban az N részecske allapottérnek olyan alterei, amelyek a
permutaciés operatorok kozos sajatallapotaibol allnak. Az aldbbiakban projektor operatorok segit-
ségével konstrudlunk meg két ilyen alteret.
Tudjuk, hogy a P, permutacié felbonthato Pa; Darcserék (transzpoziciok) szorzatara

Pa
75cu = H pai
A

ugy, hogy a felbontasban szerepld transzpoziciok szama (p,) nem egyértelmi ugyan, de a parossaga
vagy paratlansiga viszont az.



A kétrészecskés esetet altalanositva definialhatunk
e Szimmetrizal6é operatort:
N 1 A
Sn =172 Pa
«
e Antiszimmetrizalé operétort
1
=i (-
[e%
ezeket az operatorokat vizsgaljuk meg a tulajdonsigaikat. Az Ay és Sy tulaJdonsagal

1. Projektorok, azaz
A% = Ay, S% = Sy. (0.15)
Allitasunk bizonyitasahoz elGszor lassuk be, hogy PaAn = (—1)Pe Ay és P,Sy = Sy. N
elem Osszes permutacidja csoportot alkot. Az Ax és Sy definiciéjdban a csoport Osszes eleme
szerepel, ezeket egy permutacioval megszorozva visszakapjuk a csoport Osszes elemét (esetleg

nem az eredeti sorrendben). Igy az Sn-ben szerepls Osszeg valtozatlan marad, An-ben szerepld
pedig egy (—1)P* faktort kap.

Puby = 3 PuPs = 3 Pa=bi
B
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2. Ay és Sy ortogonalisak, azaz

Irjuk at a szorzatot

Andn = 17 S P = 1 ST (1 S = S S (-
(03 « (6%
a masodik egyenl@ségnél kihasznaltuk az iménti pontban bizonyitottakat. Az utolsé szumma
nullat ad ugyanis a paros és paratlan permuticiok szama megegyezik. Ezt belathatjuk ha
a permuticioknak egy transzpoziciokra felbontasat megszorozzuk egy tetszéleges transzpozi-
cioval. A péaros permutaciok a paratlanokba mennek és viszont, amibdl kovetkezik, hogy a
szamuk megegyezik.

3. AN és SN hgrmitikusak
Tetsz6leges P, unitér operdtor ugyanis, ha W a rendszer tetsz6leges allapota akkor, a részecskék
megkiilonboztethetetlensége miatt (7304\117 75&‘1’) = (U, U) . Ebb6l kivetkezik, hogy P+ = P,

de mivel az Gsszes permutécié csoportot alkot az inverzek szintén. Igy
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Legyen |A1, A2, ..., Ay) a Hilbert tér egy eleme. Hattassuk ré a szimmetrizalo operatort és vizsgajuk
meg a kapott allapot viselkedését egy tetszéleges parcsere hatésara

A oA 1 A A
PiiSN 1M, A2y Xy ey Ay oy AN) = i ZPUPQ A1, A2, o Ais ey Ajy ey AN)

a PZ]P szorzat az N elem egy masik permutéci6jat adja, mivel azonban az eredetl permutacmk
kulonbozoek voltak az Gjabb pércsere beiktatasaval kapottak is azok lesznek azaz N, Yoo P Pa =

=3 P, amivel
PiiSN I, A2y o Xy oy Ay ooy AND = SN AL A2y oo Ady ey Mgy ooy AN)

azaz a kapott allapot valéban szimmetrikus.
Az antiszimmetrizalé operator esetében

A A 1 A A
Py AN My A2y o Xy e Mgy s AN) = ﬁZ(—l)p“ PijPa A, A2, o Xy oy Ay oy AN) =

a 755 = ]Siﬂsa permutacié eggyel tobb transzpoziciot tartalmaz mint ami a P, felbontasaban szerepel
igy pg = po + 1, amivel

1 A 1 .
=i D (=1)P PyPa [A, Agy oAy oo Ajs ooy AN) = =1 22 (D Pa At Ag, Ao Ajs oy AN
e '
Fontos megjegyezni hogy a szimmetrikus (antiszimmetrikus) allapotok alteret alkotnak az alla-
pottéren, azaz szimmetrikus (antiszimmetrikus) allapotok tetszéleges linearis kombinécioja is szim-
metrikus (antiszimmetrikus).



Alapvetd eltérés a kétrészecskés esettél, hogy An+ Sy # 1, ha N > 2 igy a Hilbert tér tetsz6leges
eleme nem bonthat6 fel egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus allapot Gsszegére. Azaz vannak
a Hilbert térnek olyan elemei amelyek sem a szimmetrikus sem az antiszimmetrikus altérhez nem
taroznak Fzeket kizarva olyan allapotokat kapunk, amelyek a permutéaciés operatorok kozos sajat-
allapotai és igy eleget tesznek a megkiilénboztethetetlenségbdél adédé szimmetria kdvetelménynek
is.

A kvantummechanikiaban mint modellben ezt a szimmetrizalasi posztulatum rogziti, amely
szerint:

N azonos részecskébdl dllo fizikai rendszer dllapota tetszdleges két részecske felcserélése ese-
tén eldjelet vdlt (antiszimmetrikus) vagy vdltozatlan marad (szimmetrikus). Az antiszim-
metrikus dllapotd részecskéket fermionoknak, a szimmetrikusokat bozonoknak nevezzik.

A szimmetrizaldsi posztulatumot felhasznéalva vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik egy allapot t6bb
részecske egyidejd cseréjére:
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a kapcsos zéaréjel fels6 sora a fermionokra az alsé a bozonokra vonatkozik. T6bb részecske egy-
idejd felcserélésére a fermion rendszer allapota elGjelet valt, ha a permutécié paritisa paratlan és
valtozatlan marad, ha paros. Bozon rendszer esetében az allapot viltozatlan marad.

Ha a rendszeriink tébb kilonbizd fajta részecskét is tartalmaz, akkor az allapot az azonos, nem
megkiilonboztethets részecskék felcserelésére hatarozott szimmetridt mutat, azaz a fermionok ese-
tében antiszimmetrikus a bozonok esetében szimmetrikus lesz a szimmetrizalasi posztulatumnak
megfelelen. Két kiilonb6z6 fajta részecske felcserélése esetén viszont nem rendelkezik ezzel a szim-
metria tulajdonsaggal.



Azt, hogy pontosan melyek azok a részecskék amelyek bozon-ként vagy fermionként viselkednek
tovabbi posztulatumban hatarozzuk meg.

A rendelkezésre dllo kisérleti tapasztalatok szerint a feles spind részecskék fermionok, az
egész spindek bozonok.

Megjegyezziik hogy a relativisztikus kvantumtérelmélet keretein beliil ez a posztulatum levezet-
hets (Pauli W., Phys. Rev. 58, 716, 1940), de a hagyomanyos kvantummechanika keretein beliil ez
Ujabb, kisérleteken alapulé ,posztulatum”.



Megmaradé mennyiségek, kvantumszamok

A Hamilton operator kbzponti szerepet jatszik a sokrészecske rendszerek targyalasdban. Ennek egyik
oka, hogy a Hamilton operator a rendszer teljes energia operatora, a sajatértékeinek meghatarozasa
lehet6séget ad a kiilénb6z6 anyagok spekroszképiai tulajdonsagainak el6rejelzésére. Maéasrészt a
Hamilton operator szerepel a Schrodinger egyenletben, igy meghatarozza a rendszer id6fejlédését
is. A Hamilton operatorhoz két&dnek az allapotok jellemzésére hasznalt megmaradd mennyiségek,
az t.n. ‘j6 kvantumszamok’ is.

Legyen a rendszer Hamilton operatora H és legyen O egy fizikai mennyiség operatora, ami nem
fiigg explicit modon az id6t6l. Legyen W(t) a rendszer tetszéleges allapota. Vizsgaljuk meg az o)
varhatoertékének idgbeli valtozasat a U(t) allapotban
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Ez a derivalt tetszéleges allapotban eltdnik, ha HO — OH = [H, O} = 0. Azaz a Hamilton

operatorral felcserélhet6 fizikai mennyiségek varhato értéke idében allandé. Ezek az t.n. megmaradd
mennyiségek, amelyekbdl alkotott teljes rendszert az allapotok azonositadsara hasznaljuk.



Szabad atomok és molekulak Schrodinger egyenlete

Tekintsiink egy kvantummechanikai rendszert amely N, magbol és N, elektronbél all. Koordi-
nataikat jelolje rendre Ry, a = 1,...,N,, és r;, i« = 1,..., N.. Kiils§ er6k hidnyaban a rendszer

nem-relativisztikus Hamilton operatora

T. az elektron kinetikai energia:

N. o 9 N
~ o) h
T = -
c 2m ZmZ !
=1 =1

m az elektron tomeg, p; az i-edik elektron impulzus operatora.

kinetikai energia koordinata reprezentacios alakja.
T, a magok kinetiai energia operatora

No o 9 Na

- pa, h Aa
T = g - _ §

" = 2mg 2 &~ My’

(0.16)

(0.17)

Az utolso kifejezést az elektron

(0.18)

mg az a-adik mag tdémege, p, az a-adik atommag impulzus operatora..

VB a rendszer részecskéi kizotti kolesonhatas operatora

~ B 62 Ne 2 Npn Ne Ny, ZaZb
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Atomi egységek

Az imént felirt Hamilton operatorban szamos konstans szerepel. Az irasmod egyszertsitése miatt

bevezetjik az ti.n. atomi egységeket, amelyeket ugy definidlunk, hogy a Hamilton operatorban
2

szerepld 4;—50, h, m konstansok mérészama 1 legyen. Ebben a mértékegység rendszerben a hossztisag

egysége a bohr
2

h
1bohr = — = 0.529177249 x 10~ "méter,
me

az energia egysége

N

lhartree =

Sl %

ahol ag az t.n. Bohr sugir (ag = 0.529177249 x 10~%m).
A tomeg egysége az elektron tomege

1 atomi tomegegység = 9.1093897 x 10~ kg

A Hamilton operator atomi egységekben
Ne

H=—13 A z z*—z”

i=1 i<j=1 a=1 i= 1 a<b=1

e Nn

= 27.2113961 eV = 4.3597482 x 10~ J,

(0.20)

(0.21)

z Zb (0.22)
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