A HJ molekulaion’

A legegyszertibb molekula a Hi molekulaion, ami két azonos atommaghol (protonok) és egyetlen elektronbol
all.

A részecskék kozotti kolesonhatasi potencial
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Epr=—| —4+——=1].
pot (T‘A + rB R)
Ha a két mag tomegkozéppontjat valasztjuk a koordindtarendszeriink kezdépontjanak, a fenti dbra alapjan

1
r=Rp+rp;r=Rp+rg=r=_(ra+rs),

2
mivel Ry = —Rp. Felhasznalva, hogy az A magbdl a B-be mutaté vektor R=ra—rp
1 1
ra=r-+ iR; rB:rfER.

IW. Demtréder, Atoms Molecules and Photons és
Cohen-Tannoudji C., Diu B., Laloe F. Quantum mechanics cimii kényve alapjan



Az idéfiiggetlen Schrodinger egyenlet a HI haromtest problémajara:
H® = E®, (1)

ahol
N 1 1
H= oM (AA (RA) +Ap (RB)) - §Ae (r) + Epot (I‘, R),

ahol az els6 két tag a magok, a harmadik pedig az elektron kinetikai energiaja. A magok és elektronok az
E,ot (r,R) potencidltérben mozognak.



A Hjenergia sajatérték problémajanak egzakt megoldasa rogzitett magok ese-
tén (vazlat)

A H atom sajatérték problémajaval ellentétben az (1) egyenlet nem oldhat6é meg analitikusan. Amint azt az
elméleti bevezetGben lattuk a Born-Oppenheimer kozelités targyaldsanal, a magok és az elektronok mozgésat
szétvalasztjuk. Az elektron Hamilton operator sajatérték problémajat megoldjuk kiillonb6z6 magelrendezések
esetén (itt ez kiillonbozs magtavolsagokat jelent), majd a kapott elektron energidkat (mint a magkoordinatak
fiiggvényét) hasznaljuk a magmozgasokat leir6 egyenletben.

Az elektron Hamilton operator

amivel a sajatérték egyenlet .
H.®, = E. .. (2)

Ez az egyenlet a H atomndl latott eljarashoz hasonléan oldhaté meg. A potencidlis energia esetiinkben a
gébmbszimmetria helyett csupan hengerszimmetridt mutat érdemes az ennek megfelels elliptikus koordiné-
takra attérni.



Legyen

N:%; y:%; @ = arctan (%) (3)

Az atommagok a hengerszimmetrikus ellipszoid fékuszpontjaiban helyezkednek el. A szimmetria tengely
a z, ami egybeesik a két atommagon dthaladé egyenessel.
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A H atomnal latottaknak megfelelGen irjuk a hullamfiiggvényt a valtozok szerint szeparalt alakba
P (ra,rp, R) = M (u) N (v) ¢ (¢),

amit a sajatérték egyenletbe helyettesitve, némi atalakitas utan egzaktul megoldhaté egyenleteket kapunk

az itt szerepld fliggvényekre.



Ko6zelit6 megoldas: LCAO-MO moédszer

A korabban bevezetett LCAO-MO moddszer szerint a molekulapalydkat a molekulat felépité atomok atom-
palyainak lineéris kombinéciojaként allitjuk els. A H;r esetében, az egyetlen elektron miatt, a molekula egy
H atombdl és egy protonbdl épithets fel. Mivel az elektron barmelyik protonhoz is tartozhat mindkét magon
fel kell venniink legaldbb egy-egy atompélyéat.
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A legegyszertibb esetben csupén egyetlen, normélt 1s atompélyat vesziink fel magonként. Ezek atomi
egységeket alkalmazva a kovetkezsk

G (rR) = \% o5 (r,R) = %

ahol a korabbiak szerint, r4 és rgp az rp =71 + %R7 g =r— %R vektorok abszolutértékei.



Ezekkel a Hj hullamfiiggvénye
P, (r,R) = caga + cpdp.

Ezt az elektron Hamilton operator (2) sajatérték egyenletébe helyettesitjiik:
IA{e Z cj¢j ZEe Z Cj¢j-
j=A,B j=A,B

Balrdl ¢7-gal szorozva és integralva,

> o (oi|a

e
j=A,B j=A,B

Bevezetve a H;; = <¢>i H,

€

¢j> és Si; = (i) jeloleseket,
> ¢Hi=E. » ¢S, i=AB.
j=A,B j=A,B

Ami egy linearis egyenletrendszer a c4, cp egylitthatokra:

(Haa — E.Saa)ca+ (Hap — Sag)cp
(Hpa — Spa)ca+ (Hpp — E.Spp)cp =

Han—FE.Saa  Hap—San

=0
Hps—Spa Hpp— E.SBaB

¢j>:Ee Z Cj<¢i|¢j>, 1 =A, B.

(4)

(5)

mésodfoku szekularis egyenletbdl két sajatértéket kapunk, amit az egyenletrendszerbe visszahelyettesitve
meghatarozhatjuk a ca, cp egyiitthatokat. Természetesen ehhez meg kell hatdroznunk a H és S métrixok

elemeit. Itt csupan az S matrix elemeinek kiszamitasat mutatjuk be példaként.



A matrixelemek kiszamitasa

e S matrix
Saa=Spp=1

mivel normalt atompalyakat hasznalunk.

Sap = S5pa =5,
ahol )
S = /¢Z¢Bd3r = f/e_”‘e_TBd?’r.
s
Attérve elliptikus koordinétékra és felhasznalva a (3) dsszefiiggéseket
_ phtv N i 4
ra=R 5 , re=R 7
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ahol kihasznaltuk, hogy az elliptikus koordinatdkra d3r = %3 (1? — v?) dudvdyp és ¢ és v szerinti

integralast elvegeztiik. Igy
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e H matrix
A H métrixelemeinek kiszamitasa bonyolultabb, a szamolas részletei megtalalhatok a megadott refe-
rencidkban. Itt csak az eredményt idézziik

1
Hyy = H22=—EH+§—C’
1
ahol
N
2
_ 1 _ 2. _oR
C = (0a|&|6a) =EBux 51— (1+R)),
—_—
_ 1 _ _R
A —<¢A " ¢B> = Eg x 2" (1+ R)),

—FE pedig a H atom alapallapoti energiaja.

A kiszamolt matrixelemeket a fenti (5) egyenletbe helyettesitve és azt megoldva megkapjuk a két energia
sajatértéket

- 2 27 (1+R)F2[1-e 2R (1+R)]

R 1Fe (14 R+ R/s) )

€

Eyu=FEg

Az energia g, u indexei rendre a felsé illetve az also elGjelekhez tartoznak az iménti képletben és a megfelels
allapotok kés6bb targyalt szimmetria tulajdonsigaira utalnak.



lazité
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Eg .-t dbrazolva megéllapithatjuk, hogy az E, energidnak minimuma van és R — oo esetén a H atom
energidjahoz tart alulrél. Az FE, energia mindig nagyobb mint a H atom energidja, monoton cstkkend és
feliilrsl tart a H atom energidjahoz. Az el6bbi allapotot a stabil egyenstlyi helyzet (minimum) miatt kétd,
a utobbit ennek hidnya miatt lazito allapotnak nevezziik.

Az Eyés E, energidkat visszahelyettesitve a (4) egyenletrendszerbe a kifejtési egyiitthatokra rendre a

€1 =C2; €1 = —C2
Osszefiiggéseket kapjuk. Ebbdl a normalt hullamfiiggvény

1

u __ 1 —
m[¢A+¢B]7 @6—72(175) [¢a — 5],

oI

€

azaz a ®J kots allapot a a molekula atomjait 0sszekots szakasz felezépontjara vonatkozo inverzioé hataséra

vesz fel ugyanott.

valtozatlan marad (paros, gerade), mig a ®¥ lazito allapot elGjelet valt (paratlan, ungerade). A PU¥-bdl
szamolt elektron stridség eltlinik a kdtés felezd sikjan mig a 9 hullamfliggvénybdl szamolt nem nulla értéket






A korabbiakban targyalt virial tétel teljesiilését itt is megvizsgalhatjuk. Ehhez szamoljuk ki a potencialis
energia varhatoértékét az alapallapotban

) = (ot

111 2 1
eV =Ey |2 - — (242 .
A s R > H[R [T 52+2a+)

Ezt a teljes energiabol kivonva megkaphatjuk a kinetikai energia varhatéértékét ebben az allapotban
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A virial tétel altal josolt energia valtozasok nem teljesiilnek a V és T esetében annak ellenére, hogy a teljes
energidnak van minimuma. Szamitsuk ki a virial tétel segitségével a T és V varhatoértékét a teljes energidbol
a korabban latott Osszefiiggések segitségével
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A hidrogén molekula®

A hidrogén molekula két protonbol és két elektronbol all (1. abra) ezért itt mar figyelembe kell venniink az
elektronok kolcsonhatasat is ugyantgy ahogy a He atom esetében tettiik. Az elektron-elektron kolcsonhatas
miatt ebben az esetben nem létezik analitikus megoldas még akkor sem, ha a magokat rogzitjiik. Kozelits
megoldast kell alkalmaznunk. Raadasul a hullamfiiggvénynek a két elektron megkiilonboztethetetlenségébdl
kovetkezGen ki kell elégiteni a szimmetria posztulatumot, azaz antiszimmetrikusnak kell lennie az elektronok
felcserélésére. Keét kozelité megoldast ismertetiink az aldbbiakban, a molekulapalya (MO) és a Heitler-
London modszert. Mindkét esetben a médszer legegyszertibb formajat targyaljuk és csupén utalunk a tovabbi
finomitas lehetGségeire.

2W. Demtréder: Atoms Molecules and Photons és B.H. Brandsen, C.J. Joachain: Physics of Atoms and Molecules cimii
konyve alapjan



1. dbra. A hidrogén molekula leirdsara hasznalt jeldlések

Hamilton operator
Kiindulasként irjuk fel a hidrogén molekula elektron Hamilton operatorat a 1. abra jeloléseinek felhasznala-

séaval
A 1 1 1 1 1 1 1 1
He—oh— o (—— - — = ) 6
271 2 1+< TAl TB1 TA2 7‘B2+T12+R> (©)

Irjuk at ez ugy, hogy megjelenjen a H2+ Hamilton operétora H; = —%Ai + (—% - T; + %) 1=1,2.
Ezzel
A N 1 1
H=H+H+|——-+5],
T12 R

ennek a hamilton operatornak a varhato értéke kétszer a H; energidja plussz a két elekron kolcsonhatasi
energidjanak és a mag-mag kolcsonhatasi energia kiilonbsége. Ezt a késGbbiekben fogjuk felhasznélni.



Molekulapalya kozelités

A molekulapalya kozelités alapgondolata az, hogy épitsiik fel a hidrogén molekula kételektron hullamfiigg-
vényét a H;molekula ion egyelektron allapotai, 9 és OV segitségével. Az eljarasunk a kovetkezs lesz: az
egyelektron allapotokbdl szimmetrikus vagy antiszimmetrikus térfiiggvényeket képeziink majd ezeket megszo-
rozzuk az ellentétes szimmetridja spinfiiggvénnyel. Ezzel Gsszességében antiszimmetrikus allapotfiiggvényt
kapunk minden esetben.

Idézziik fel el6szor a kételektronos rendszer spinfliggvényeit, ami lehet szinglett (S=0): xo0,0(1,2) =

T3l (1) B(2) —a(2) B(1)], vagy triplett (S=1)

viL2) = a@a(®)
xio(1,2) = %[auwz)w(am(m
v (L2) = A)BQ).

Amint az egyszeriien ellendrizhetd a szinglett allapot antiszimmetrikus a triplett allapotok mindegyike szim-
metrikus a két elektron felcserélésére.
Képezziink szimmetria sajatallapotokat a H;réllapotaibél és szorozzuk meg a megfelels spinfiiggvénnyel

Uy (1,2) = (1) (2) 00 (1,2)

Uy (1,2) = (1)@ (2) xo0(L2)

Uy (1,2) = %@z(ms (2) + B9 (2) @2 (1)] x00 (1,2)

‘114,M(172) = %[@g(l)cbgﬂ)—@3(2)@3(1)]X1,M(1,2) M =0,=+1.

Az els6 harom térfiiggvény szimmetrikus igy ezeket az antiszimmetrikus szinglett spinallapottal szoroztuk
meg. Az utolsé térallapot antiszimmetrikus ezért ezt a szimmetrikus triplett spinfiiggvények barmelyikével
szorozhatjuk.



Ezek mindegyikével kiszamolva a (6) Hamilton operator varhato értékét megallapithatjuk, hogy ¥y lesz
a Hy kozelits alapallapota. A tovibbiakban ezt az allapotot vizsgaljuk meg tiizetesebben.
A szinglett spinallapotot kiirva belathato hogy W felirhat6é a mér jol ismert Slater determinans alakban

1 2)1‘ I (Ha(l) @¢(2)a(2) ‘
’ V2| ®(1)B(1) D4(2)B(2) |

Ezzel kiszamolva a Hy Hamilton operanak varhaté értékét

is
Uy (

N A 1 1 1 1
Bty = (| £ [90) = (0] Hys o) 4 0] (= ) 190) = 2B + ] (1 = 3 ) 10w,

AE

azaz a kozelit6 alapallapoti energiat ugy kapjuk, hogy a H2+ alapallapoti energidjanak kétszereséhez hozza-
adjuk az elektron-elektron és mag-mag taszitas kiilonbségét.
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2. dbra. A Hy és a Hy energia varhatoértékei a magtavolsag fiiggvényében

Megallapithatjuk, hogy a Hy egyensilyi magtavolsaga valamivel kisebb (0.8A) mint a HJ esetén (1.32A).
A kisérleti értek 0.74A. A (| ( L %) |W) ,korrekcios” energia tagban kis magtéavolsagokra dominal a

T12
mag-mag taszitds igy a Ho energia gorbéje QEHQr alatt fut, 1A felett a korrekci6 pozitiv lesz és a sorrend
megfordul.
A hidrogén molekula kotési energiajat megkaphatjuk, ha a Eyy, alapallapoti energiabél levonjuk a disszo-
cidciokor keletkezs két hidrogén atom energiajat (2Ey)

EB, = Ep, — 2Ey = Q(EH+ - EH) +AE=2E%. + AE,
2 2
—_———
EE +
Azaz a kotési energia a Hy kotési energiajanak kétszeresének és a AE korrekciénak az dsszege. Részletes
szamitasok utan ennek az értéke 2.7€¢V ami joval kisebb mint a kisérleti érték (4.7¢V). Masik fontos hibaja
ennek a moédszernek, hogy nagy magtavolsdgokra az energia %EH értékhez tart a 2Ey helyett.



Miel6tt tovabb 1épnénk a kovetkezd moddszerre vizsgaljuk meg a molekelapalya moédszerben kapott alap-
allapot, szerkezetét, ugy hogy részletesen kiirjuk a térfiiggd részt a hidrogén atom alapéllapoténak felhasz-
nélasaval.

Ui (1,2) = ®I(1)2Z(2)x00(1,2) = (04 (1) + 65 (V][04 (2) + ¢5 (2)]x00 (1,2)

1
(1 +59)
T 04 (004 2)+ 65 (165 (2)+ 04 (1) 95 (2) + 64 ()65 (D] x00 (1.2

ion kov
= U 4w,

ahol
V= g 94 (064 Q)+ 6m (1)0n (2] 000 (1.2),
V= g 04 (008 (2)+ 64 (2) 65 (] xo0 (1.2).

A Ukovgllapot azt a helyzetet irja le amikot egy-egy elektron tartozik mindkét maghoz. A magtavolsag
nivelésével ez két elszigetelt hidrogén atom allapotédba megy at. Ez az allapot irja le a kovalens kétést. AWion
allapotban mindkét elektron ugyanahhoz a maghoz tartozik. Nagy magtavolsagok esetén ez az allapot egy
negativan toltott H atomot és egy protont ir le. Wi°" a rendszer olyan allapotét irja le amiben az elektronok
nem egyenlGen oszlanak meg a két mag kozott, a kémiai terminolégiat hasznalva ezt ionos kétésnek nevezziik
(3. abra). A Uy (1,2) allapotban ai ionos és a kovalens hullamfiiggvény egyenld sullyal szerepel bar az
ionos konfiguracié valészintsége kisebb. Jorészt ez okozza, hogy a molekulapalya moédszerrel kapott értékek
lényegesen eltérnek a kisérleti adatoktol.

e1 © e1 ©
_ + N
6——© 6——9©
A B* A o B
€20 €

3. abra. A Wion ¢s Wkov gllapotokhoz tartozé elektron konfiguraciok



Heitler-London (vegyérték kétés) modszer

A Heitler-London kozelitésben a hidrogén molekula dllapotat a két szeparalt H atom alapéllapotaibdl képzett
szorzat (¢4 (1) ¢p (2)) szimmetrizalasaval és a megfelels spinfiiggvénnyel vald szorzassal allitjuk eld.

Ut = e [pa (1) dB (2) + da (2) 5 (1] x00(1,2).
U = calpa(1) 95 (2) = ¢a(2) ¢ (V)] x1,m (1,2) M =0,£1,

ahol ¢, és c, normélé faktorok. A szimmetrikus térfiiggvénnyel felépitett WH L allapotot szinglett, az anti-
szimmetrikussal felépitett WZL 4llapot triplett spinfiiggvénnyel kombinaltuk. Az igy felépitett allapotokkal
kiszamithatjuk a Hamilton operator varhat6 értékét. WHL lesz az alapallapot, ami megegyezik az MO koze-

lités alapéllapotanak kovalens komponensével (¥5°V). Az ezzel a hullamfiiggvénnyel szamolt kolcsénhatési
energidkat a 4.4bran hasonlitjuk Gssze.
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4. abra. A hidrogen molekula kiil6nb6z6 modszerekkel kapott teljes energia gorbéi



A HL kozelités javitasanak egyik lehetdsége ha az alapallapothoz hozzaadjuk a Wi°™ allapotot egy variacios

paraméterrel megszorozva:
\IjﬁlLflmproved _ \I/Ifov + )\\I}'ion7

amivel a kisérleti értékekhez még kozelebb keriilhetiink.
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