A kémiai k6tés eredete; virial tétel

Probléma felvetés

Ha egy molekula atommagjai kozotti tavolsag csokken, akkor a kozottiik fellepd elektrosztatikus taszitashoz
tartozo energia né. Ugyanez igaz az elektronokra is. A mag-elektron vonzés energiaja csokken, ha az
elektronok kozelebb keriilnek a magokhoz. A molekula teljes energiajahoz hozzajarul még a kinetikai energia
is, aminek valtozasat nem ismerjiik. A teljes energiarol ugyanakkor tudjuk, hogy mélyebb lesz mikézben egy
molekula kialakul. A kovetkezSkben azt vizsgaljuk meg, hogy ez az energia mélyiilés hogyan tevidik Gssze a
kinetiai és potencidlis energia véltozasabdl.

Néhany hasznos tétel

A homogén fiiggvényekre vonatkozo Euler tétel

Egy n-valtozos f(x1, s, .., z,) fliggvény homogén és homogenitasanak foka s, ha teljesiil ra, hogy
FOz1, Aza, ., Axy) = N f(21, 29, .., Tpn). (1)
Példa:

e A 3D harmonikus oszcillator potencialja
Lo 2(2 2, 2
V(z,y,2) = gmw (22 +y* + 27)
homogén, a homogenitas foka 2.

e A két toltott részecske elektrosztatikus kolecsonhatasat leiré Coulomb potencial

Gadp qaqb

Tab /(Ta — 25)2 + (Yo — P)2 + (20 — 20)?

-1-ed fokt homogén fiiggvény.

Tétel: Az f(x1,x2,..,z,) s-ed foka homogén fliggvény kielégiti az alabbi Osszefiiggést

Bizonyitds:

Az, ATg, .0, ALy ) OAT; i 'af()\xl, AZg, .y AZy,)

N X i N :

0 - of(
af()\xl, ALg, ..y ATy) = ;

i=1

a jobb oldal
0

— N f(x1, 22, .., xn) = sA T (xq, 20, ey Ty )

o\
A = l-et helyettesitve az utolsé két kifejezésbdl kapjuk a tételt.

Hellman-Feynman tétel

Legyen H()) a valés A paramétertdl fiiggd Hamilton operator, amelynek normalt sajatéallapota (M), a
hozza tartozé sajatérték pedig E(\):

HA) [$(N) = EN) [v(N) (2)
(PN [p(N) =1
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Tétel:

Bizonyitds:
H()) sajétérték egyenletébol

amit A szerint derivalva

) = (o0 \dfji”‘ VOV + |25 GO HO) ) + )| O | 0]

EMN)p(N) EA)($N)]

Ahol felhasznaltuk a Hamilton operator (2) sajatérték egyenletét.
580 = (w0 [ v} + 20 {55 0ol ooy + o | 55 lwon ]}

A kapcsos zarojelben 1év6 mennyiség éppen d%\ (W(N)| ¥(A)), ami a [¢(A)) normaltsaga miatt zéro, igy kapjuk
a tétel allitasat.
A [H, A] kommutator varhat6értéke a H sajatallapotan

Legyen |¢) az énadjungalt H operator E sajatértékhez tartozo, normalt sajatallapota. Ekkor tetsz6leges A
operatorra:

(W[ [H, Al l¢) = 0. (3)
A bizonyitas egyszerten:
(Y| HA - AH [¢) = E (W[ Aly) — E(W[AlY) =0,
ahol kihasznaltuk a H |¢) = E |¢) Osszefliggést.

A virial tétel molekulakra
Molekula potencialis energia operatora

Tekintsiink egy molekulat, ami N elektront és M atommagot tartalmaz. Az elektronok koordinatait jeldlje
r;, i = 1,.., N (Osszefoglalo jelolésként index nélkiili r -t fogunk hasznalni az Osszes elektron koordinata
jelolésére). Az atommagok koordinatait jellje Ry, a = 1,..M (réviden R). A molekula elektron Hamilton
operatoranak sajatérték egyenlete, amint azt a Born-Oppenheimer kozelitésnél lattuk

HR)|[$(R)) = E(R)[¢(R)). (4)

Az itt szerepls H (R) és |1 (R)) az elektronkoordinaték fiiggvénye (amit explicit médon nem jeleztiink az
egyenletben) de paraméterként tartalmazza az R magkoordinatakat (ezt explicit méodon is feltiintettiik). Az
elektron Hamilton operator alakja

H(R)=T.+V(R),

2
ahol T, = ZNzl 2p;n az elektronok kinetikai energidjanak operatora,

V(R) = Vee + Vne(R) + Vin(R)

pedig a molekula részecskéi kozotti Coulomb kélcsonhatas potenciélis energia operédtora, aminek tagjai az
elektron-elektron (Vg.), mag-elektron (V;,.) és a mag-mag kolcsénhatas. A V(r, R) Coulomb potencial 1évén,
-1-ed foku homogén fiiggvény, igy alkalmazhatjuk ra az Euler tételt:

N M
D ViV 4 RV.V =V, (5)
i=1 a=1

ahol V; az elektron, V, a magkoordinatakra haté gradiens operator.



A virial tétel
Alkalmazzuk a (3) Osszefiiggést a molekula Hamilton operatorara és az elektronkoordinatak és impulzusok
(p:) szorzatabol felépitett
N
A= Z ripi
i=1

operatorra. Ehhez szdmoljuk ki a [H, A] kommutatort.

N N
H,Zrzpl‘|z Z {[H’ria}pia“i’ria[Hapia]}

i=1 a=x,y,z

th{JrrZViV} (6)

A maésodik egyenlGségnél az operatorszorzat kommutatordnak kiszamitasara vonatkozé szabélyt hasznal-
tuk. Az utolso kifejezés levezetéséhez pedig az alabbiakat:

e A [H,r;,] kommutator

N
[H7 ria} == ee; rwz Z Z [pyﬁ Tia

Z Z Tlmpm}

J=1B=wzy,z i=1 B=az,y,2
3 i
- Z Z —5— 4 Pjglria, pigl + [Tia: Piglpis ¢ = —zhz Lo
—18= 2m —_——— N——
s ihSagdi;  ihbasdi;
e A [H, pi,] kommutator
LoV
[H7 pia] = [V,pm] = ’Lharia .

A (6)-ban szerepld ZN

i1 tag éppen az elektron kinetikai energia operator —2-szerese, igy

N
[H, A] = ih {—2Tee +)° r,-viv}

i=1

A (5) osszefliggés alapjan a [H, A] kommutator kifejtésének utolsé tagja

N M
D orViV =V -3 R.V.V,
i=1 a=1

amit az el6z6 egyenletbe helyettesitve

M
[H, A] =il {me -V - ZRavav} .

a=1

(3) szerint ennek a kommutéatornak zérd a H tetsz6leges sajatallapotdn szamolt varhatoértéke, amibél
M
2(Tee) + (V) = =Y Ra(VaV).
Kihasznélva, hogy H-ban csak a V fiigg a magkoordinataktol, a jobb oldalon V -t H-ra cserélhetjiik

2 <Tee> + <V> = - ZRa <vaH> )



amibdl a Hellman-Feynman tétel alkalmazasaval kapjuk a molekulakra vonatkoz6 virial tételt
M
2(Tee) + (V) = = > RoV.E(R).
a=1
Felhasznélva, hogy (Te.) + (V) = E(R) kaphatjuk a tétel mas alakjait

M
(Tee) = —E(R) = Y _R,V.E(R),
a=1

M
(V) =2E(R)+ > R.V.E(R). (7)

a=1

Azaz kiszamolhatjuk egy molekula kinetiai vagy potencialis energidjanak varhatoértékét, ha ismerjik a
molekula teljes energidjat egy adott elektron allapotban, mint a magkoordinatak fiiggvényét.

A kémiai kotés kialakulasat kiséré energiavaltozasok

A virial tétel segitségével vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a kinetikai és potencialis energia mikdzben végtelen
tavoli atomokbol Osszedll egy molekula. Ehhez szamoljuk ki (7) felhasznalasaval a (Te.) és (V) energia
varhatoértékeket a nemkdlecsénhat6é atomjaira bontott molekulara. Hasznaljuk fel, hogy ebben az esetben az
energia nem fiigg a magok tavolsagatol, igy a magkoordinatdk szerinti derivalt nulla lesz.

<T€€>oo = _E(OO)
(V)oo = 2E(c0)
Szamoljuk ki ezeket a varhatoértékeket a molekula egyensilyi allapotaban (Rg) is. Az egyensulyi allapot
energia minimum, igy az enegia gradiens itt is eliinik, azaz

<Tee>0 _E(RO)
(V) = 2E(Ro).

Ebbél a molekula kialakulésat kisérG energia valtozasok

AT = (Tee)y — (Tee) o, = E(00) — E(Rg) >0
AV = (V) — (V) = ~2(E(s¢) — E(Ro)) < 0.
Azaz a molekula kialakuldsakor a kinetikai energia né, ugyanakkor a potencialis energia kétszer ennyivel

csokken
AV = 2AT.

Ez tsszenergia csokkenéshez, azaz stabil molekulaszerkezet kialakuldsahoz vezet.

Egyszerti példa: hidrogén molekula

A H, molekula geometriaja jellemezhetd egyetlen valtozoval, a két atommag R tavolsagaval. Igy az E(R)
egyvaltozos fliggvény lesz, az energia gradiens pedig egyszert R-szerinti derivalt. A viriél tétel alakja igy
leegyszertisodik

dE(R)
<Tee> _E(R) -R dR )
(V) = 2E(R) + R%ﬁf).

Az energia gorbe ebben az esetben kiszdmolhat6 (lasd gyakorlat).
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A hidrogén molekula kinetikai, potencialis és teljes energidja

a magtavolsag (R) fliggvényében (F. Rioux, Chem. Educator 2003, 8, 13)
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