A fiiggetlenrészecske modell

A Schrédinger egyenlet megolddsa szepardciéval
A molekula elektron Hamilton operatorat irjuk az aldbbi forméba:
N 1
H=ho+) hi(i)+) —,
i i<j

ahol az els6 tag

a mag-mag koélcsonhatds, a mésodik a

egyrészecske operatorok osszege, a harmadik tag pedig az elektronok kozotti kolecsonhatds operdtora. Ha az
utébbi kolcsonhatdst helyettesitjiik egy valamiképp dtlagolt potencidltérrel gy, hogy minden egyes elektron
a tobbi elektron &dtlagolt terében mozogjon

Z;—E_v(i)

akkor a Hamilton operatorunk
Hfiiggetlen = hO + Z h (Z)

alakt lesz, ahol
h(i) =hy (i) + v (3)

A fiiggetlen részecske Hamilton operdtor sajatérték probléméjanak megolddsat kereshetjiik szorzat alakban.
A

Hartree szorzat

U (x1,Xg, -, XN) = ¢y (X1) g (X2) - Y (XN) (1)

szorzat sajatdllapota a ﬁfﬂgyetlen Hamilton operdtornak, ha a 4, ...,¢y fliggvények sajitédllapotai a h (i)
operdtornak hy; (x) = g;9; (x):

Hpiggerien ¥ = (ho + Z h (i)> U= hoV + <Z h (i)> U1 (x1) P (x2) 1y (%i) -y (xn)

= ho¥+ Z% (x1) ¥ (x2) iy (Xi=1) Yipr (Xis1) by (xnv) B (8) ¥ (x4)
i )

= hoU + Z.E“”l (x1) ¥y (X2) .ty (x%3) oy (X)) = (ho + Za> U =EU

Az (1) éllapot azonban nem elégiti ki a Pauli elvet, de amint azt mdr lattuk, az antiszimmetrizalé operédtor
segitségével kiprojektalhatjuk beléle a megfelelé antiszimmetrikus komponenst. Ez a ¢4, ..., 9 egyrészecske
fiiggvényeket tartalmazoé Slater determindns kiszdmoldsat jelenti. A Slater determindns kifejtésében szerepld
valamennyi szorzat és igy a Slater determindns maga is sajitéllapota a H fiiggetlen Hamilton operdtornak.

Hartree-Fock kozelités

Az el6z6 részben bevezettiik a fiiggetlen részecske kozelitést, lattuk, hogy fiiggetlen fermion rendszerre a
Hamilton operitor sajatdllapotai Slater determindns alakban kereshetéek. A Hartre-Fock kézelités olyan
fiiggetlen részecske kizelités, ami a lehetd legjobban megkdzeliti a kélcsonhatd rendszer alapdllapoti energidjat.



A HF egyenletek levezetése

Tegyiik fel, hogy az N elektron rendszeriink hullamfiiggvénye ortonormalt egyrészecske fiiggvényekbol felépitett
Slater determindns,

¥ = et (0 (1) s (x2) oty (). @)

Hatdrozzuk meg azokat az egyrészecske allapotokat, amelyekkel szdmolt teljes energia minimalis lesz. Célunk
eléréséhez a varidciészéamitast hasznéljuk.
Az energia funkcional

E [\Ij] = E(wl (Xl) 7'¢2 (XQ) ) "'awN (XN)) = <\I/ ﬁ

v) (3)
ennek elsé varidcidja:

OE = E(qul + 51/)171/}2 + 51/}2a ad)N + 5wN) - E(wlvaa aq/)N) (4)

azon tagjaibdl éll amelyek a d1p-kben elsérendiiek. A Hamilton operédtor Slater determinéns alaki éllapotban
szamolt vdarhatoé értéke,
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A funkciondl varidldsat a

mellékfeltétellel végezziik, hogy kielégithessiik az ortonormaéltsagi feltételt. Az iménti feltételek koziil csupan
(I;[) + N fiiggetlen hiszen

(4li) = (il§)" = &i; = di5- (7)

A mellékfeltételt a Lagrange multiplikdtoros mddszerrel vessziik figyelembe, azaz az E [¥] funkciondl
feltételes varidcidja helyett az

N
E[V] = E¥] - ,Z eij ((il5) — 8ij) (8)

szabad varidldsat végezziik. (7) miatt az e;; = €};, azaz a a Lagrange multiplikitorokbdl felépitett matrix
hermitikus.
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L.
6 (il7) = (d1l5) + (il07)
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Az utolsé egyenléségnél kihaszndltuk, hogy a kifejezésben a megfeleld vesszotlen és vesszos tagok egymds
komplex konjugsltjai valamint, hogy a 2 és 3 tagok egyenldek csakigy mint a 2’ és 3’ tagok'. Ezzel az £ els

varidcidja felhasznélva €;; hermitikus voltét

N N N
0 = " (dilhald) + > ((8ijlif) — (5ij|ji)) Z (8il5) + c.c. (9)
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Ezt a kifejezést atirva és a megfeleld részecskék indexét kiirva
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A als6 indexben 16v6 kettes azt jelenti, hogy az integrédlds csak a kettes részecske viltozéira torténik és a

kapott eredmény még fiigg az 1-es részecske valtozoitol
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A szélsbérték létezésének sziikséges feltétele, hogy §€ =0 legyen. Ennek a feltételnek teljesiilnie kell |di (1))-re

és |i0i (1))-re egyardant. Amib6l a

z_; ) — Z&ij (S’L
(3 V)" [.]" =0

LAz 4llitds az integraldsi véltozék és az osszegzd indexek felcserélésével kozvetleniil lathato
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egyenleteket kapjuk. A méasodik egyenletet i-vel egyszeriisitve és a két egyenletet ¢sszeadva és kihasznélva,
hogy az egyenletnek tetszdleges (07 (1)|-re teljesiilni kell, a kovetkezét kapjuk
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A szogletes zérdjelben szerepld elsé tag a Hamilton operdtorban is latott egyrészecske rész a médsodik és
harmadik tag pedig a keresett &tlagolt egyrészecske potencidl. A médsodik tagot Coulomb a harmadikat
kicserélodési potencidlnak nevezziik. A kapcsos zardjelben 1év6 egyrészecske operatort Fock operdtornak
nevezziik és f (1,89, Y 5 )-nel jeloljiik. Az argumentumban feltiintetett egyrészecske fiiggvények arra
utalnak, hogy a Fock operdtor fiige a meghatdrozni kivant egyrészecske allapotoktol. Az iménti egyenletiink
ezzel

N
f(zfzjla/l/}Qa"'aqz[}N) |Z> :Zaij |j> 1= 1a25"7N'
Jj=1

Azaz az f operdtor egy tetszoleges |¢,) egyrészecske dllapotot a 1q,1s,..., ¢ dllapotok linedris kombind-
cidjaba visz. Ezt dgy is megfogalmazhatjuk, hogy N darab olyan egyrészecske allapotot kell keresniink,
amelyekbdl felépitett Fock operdtor az egyrészecske dllapotok dltal kifeszitett N dimenzids teret vdtozat-
lanul hagyja (f invaridns altere). Az invaridns altér kivdlasztdséra a legegyszer(ibb médszer, ha megkeressiik
f sajatdllapotait, azaz megoldjuk a R

f (w1a¢27"'7¢N) |7’> =& |7,> (10)
sajatérték egyenletet és a sajatdllapotok koziil kivdlasztunk N darabot. Ezek illetve ezek tetszdleges unitér
transzformaltja kielégiti az eredeti egyenletiinket. A (10) egyenletet kanonikus Hartree-Fock (HF) egyen-
letnek nevezzitk. Mivel az f Fock operdtor maga is fiigg a meghatsdrozni kivant egyrészecske allapotoktdl
a (10) egyenlet iterativ médon oldhaté meg, azaz elészor kivdlasztunk valamilyen egyrészecske allapotokat
amelyekkel felépitjiik a Fock operatort majd megoldjuk a sajatérték problémésjat. A kapott sajatallapotok-
bdl kivédlasztjuk a legmélyebb teljes energidhoz tartozékat és djra kezdjiik az eljarast. Mindaddig ismételjiik
ezeket a lépéseket amig az egymadst kovetd két lépésben kapott dllapotok és sajdtértékek mar csak elhanyagol-
haté mértékben kiilonboznek egymastdl. Ezt az eljédrdst onkonzisztens tér vagy az angol rovidités alapjan
SCF (Self Consistent Field) médszernek nevezziik. Az eljérdst az aldbbi dbrén szemléltetjiik.

Kiindul6 ¢-k | = | f felépitése = |f]i)=¢; |i) megolddsa| = |1j ¢-k | = (konv ?) leey g, 1) i=1,2...

T | nem

A HF egyenlet megoldasdval végtelen sok egyrészecske allapotot kapunk ezek koziil csak a legmélyebb
energidt add N keriil bele a Slater determinédnsba, ezeket betdltott palydknak nevezziik, a kimaraddkat pedig
nem betodltott vagy virtudlis pdlydknak.

A HF egyenlet megolddsainak tulajdonsiagai. A Koopmans tétel

Tegytiik fel, hogy az imént ismertetett SCF eljards segitségével megoldottuk a HF egyenletet. Ebben a
fejezetben a Fock operdtornak maganak, sajatétékeinek és sajatallapotainak tulajdonsdgaival és jelentésével
foglalkozunk.



A Fock operator 6nadjungalt

A Fock operator énadjungaltsdga kovetkezik abbdl, hogy amint azt lattuk a métrixa (ami éppen az ¢;;)
tetszOleges N dimenzids altéren onadjungalt. Ennek kovetkezményei:

e A Fock operator sajdtértékei valésak
e A Fock operator kiilonboz6 sajatértékhez tartozé sajdtillapotai ortogonalisak

e A degenerdlt sajdtértékhez tartozo sajataltérben kivalaszthaté ortogonalis bazis.

Unitér invariancia

A HF egyenletek megoldasaibdl kivdlasztott N dllapot és ezek tetszbleges unitér transzformaltja ugyanazt a
Slater determinédns éllapotot adja (egy fazisfaktor erejéig). Legyen U unitér operédtor és

UW¢> = ‘{?L )
‘{Pz> = ZUj’i}¢j>

Ezekkel az éllapotokkal a Slater determindns

Yy (r,w1) Yo (rwi) ..o P (r,wi)
1 L 1 Yy (r2,w2)  Pq (T2, w2) Yy (r2,w2)
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A Koopmans tétel

A HF egyenletek megoldasdbdl adédé sajatértékeknek prébélunk fizikai jelentést adni. Megmutatjuk hogy
bizonyos megszoritdsok mellett ezek a sajatértékek az N részecske rendszer ionizéciés energidjival illetve
elektron affinitasaval egyeznek meg.

Ionizaciés energia. Tekintsiink egy N elektron rendszert, amelynek alapallapoti energidja legyen En
vegyiink el a rendszerbdl egy elektront és jeloljiik a kapott N-1 elektron rendszer alapallapoti energidjat
En_1-gyel. Az elektron eltavolitdsahoz szitkséges energidt ionizdcios potencidlnak (I) nevezziik

I=FEn1—-EN

Ennek a HF kozelitésbeli kiszémitdsdhoz két HF szdmoldst kellene végezniink, egyet az N-1, egyet az N
elektron rendszerre. E helyett kozelitsiik az N-1 elektronos rendszer egyrészecske allapotait az N részecske
megolddsokkal, azaz hanyagoljuk el a viltozdst, amit az elektron eltdvolitasa okoz:

I=Enx_,— En~ EHF(N 1) EﬁF(N) EHF(N) EIIéF(N)

Az elektron eltavolitdsa a fiiggetlen részecske kozelitésben azt jelenti, hogy a Slater determindnsbdl egy
egyelektron dllapotot, mondjuk az k-adikat kihagyjuk. Igy az ionizdciés energia:
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Az utols6 két tag egyenld a kételektron integralok szimmetridja miatt. Igy

hi+ EN: <z'|r;21 (1 - 1512) |¢>21 k) = e, (11)
=1

ahol elhagytuk az ¢ # k megszoritdst mivel (kk||kk) = 0. A szogletes zdréjelben 1évé mennyiség éppen a Fock
operétor, aminek a varhato értéke a |k) allapotban éppen ej. Azaz ebben a kozelitésben a rendszer ionizaciés
energidja a Slater determindnsbdl kihagyott palydhoz tartozé egyrészecske energidval egyenld.

— (K|

Elektron affinitds. Adjunk az N elektronos rendszerhez egy elektront és jeloljiik a kapott N+1 elek-
tronos rendszer alapédllapoti energidjét En1-gyel. Az elektron hozzdaddsdhoz sziikséges energidt elektron
affinitasnak (A) nevezziik

A=EN—En+1

Az elébbihez hasonlé médon beldthaté, hogy
A= —¢g4, (12)

ahol az a-adik palydt vettiik hozz4 a Slater determindnshoz.



