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Bevezetd

Ez a jegyzet a fizikusok mesterképzésének keretében elhangzé ,Atom és molekulafizika” kurzus ma-
sodik részének eladisaihoz késziilt és elsGsorban az atomok és és molekuldk elektronszerkezetének
leirdsara szolgdld elméleti modszerek alapjait targyalja. A targyalas soran felhasznaljuk a ,Kvan-
tummechanika” és a jelen kurzus elsé részében elhangzottakat. Az itt leirtak hozzasegithetnek a
spektroszképia egyes teriileteinek jobb megértéséhez és elméleti megalapozasat adjak szamos, az
atomok és molekuldk elektronszerkezetét leiré szamitogépes modszernek.

A jegyzet targyaldasmodjaban Kapuy Ede és Torok Ferenc Az atomok és molekulak kvantumel-
meélete” [1] cimid konyvének példajat igyekszik kovetni és szamos helyen felhasznalja az ott leirtakat.
E mellett szamos més forrast is felhasznéltunk, ilyenek Bransden és Joachan Physics of atoms and
molecules” [2], Weissblut ,,Atoms and molecules” [3] tovabba Atkins P.W., Friedman R.S., ,Molecular
quantum mechanics” [4] cimi konyve. A strtiségfunkciondl elmélet alapjainak targyalasanal Dreizler
és Gross ,Density Functional Theory” [5] cimti munkija valamint Nagy Agnes egyetemi jegyzete [6]
szolgalt forrasul. A kémiai kotés energetikai valtozasainak leirdsarol szolo fejezet Cohen-Tannoudji,
Diu és Laloe ,Quantum mechanics” [7]| cimi konyvének megfelels fejezete alapjan késziilt.



1 Fizikai mennyiségek, allapotok

Atomok és molekulak fizikai mennyiségeihez rendelt operatorok

A kvantummechanika mint matematikai modell alapvetd épitGelemei a rendszer leirdsara szolgald
fizikai mennyiségekhez rendelt operdtorok. Mint azt a kvantummechanika posztulatumaiban rogzi-
tettiik ezek az operatorok a megfelel§ klasszikus mechanikai mennyiségekbdl allnak el§ oly médon,
hogy az impulzust (p) és koordinatat (q) a megfelels operatorral helyettesitjiik a klasszikus fizikai
mennyiséget definialo O (p, ) fiiggvényben
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Egyrészecske operatorok

Tekintslink egy N részecskébdl 4ll6 rendszert. Jeldlje részecskék koordinatait t;, az impulzuséit p;
és a spinmomentumat §; A rendszer lefrasara szolgilo Oy operator egyrészecske operétor, ha el6all

N
0, = Zéi” (&4, Di,8:) (1.2)
=1

ahol 6gi) csak egyetlen részecske koordinatajatol és impulzusatol (palya és spinmomentumatol) fiigg.
A leggyakrabban el6forduld egyrészecske operatorok:

o Teljes impulzus

i (1.3)
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Teljes kinetikai energia
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Potencidlis energia, ami a rendszernek a kornyezetével valé kélcsonhatasat irja le

N
VE = Z v; (F;) . (1.5)
1=1

Teljes palyamomentum
N
L=>"1, (1.6)
=1

ahol 1; = £ x pi.

Teljes spinmomentum



e Teljes impulzusmomentum

N
I=>"5  i=li+s (1.8)
i=1

Gyakorlat
1. Mutassuk meg hogy a fent definialt teljes pélya, a teljes spin és a teljes impuzusmomentum
kielégitik az impulzusmomentumtdl megszokott felcserélési relaciokkal!
Kétrészecske operatorok

Az N részecske rendszeriink leiraséra szolgald Os operator kétrészecske operator, ha elgall az alabbi
formaban

N

Op =" o7 (&, bi,8i, %5, 55, 8)) (1.9)
ij=1
1>]

A legfontosabb ilyen operator a részecskék kozotti belsd kélcsénhatas potencidlis energia operatora,
ami a részecskék kozotti tavolsagtol figg

N

VE =" g (18— 1)) (1.10)
ij=1
1>]

Ilyen példaul a Q; t6ltést részecskék kozotti Coulomb kélesonhatds potencidlis energia operatora

N
L Qitj (1.11)
471'80 ij=1 |f‘l - f'j|
1>]

A Hamilton operator

A teljes energia operatora, vagy mas néven a Hamilton operator fontos szerepet jatszik a kvantum-
mechanikiaban. Alakja nem-relativisztikus esetben a kévetkezd:

H=T+VB 4 VE (1.12)



Atomok és molekulak kvantummechanikai allapotai

A kvantummechanikiaban az azonos részecskék megkiilonboztetésére nincs moéd. A klagszikus me-
chanikidban a kezdeti allapot ismeretében barmikor megadhatjuk a részecske allapotat, ami lehetévé
teszi két vagy tobb részecske folyamatos megkiilénboztetését. A kvantummechanikabeli megkiilon-
boztethetetlenség abbol adédik, hogy a helyet és az impulzust nem lehet egyszerre szérdsmentesen
mérni igy a klasszikus azonositasi eljaras nem miikodik. Az alabbiakban megvizsgéljuk, hogy milyen
kovetkezményekkel jar ez egy IV részecske rendszer allapotaira nézve.

Két azonos részecske (N = 2)

Jeldlje Ay <A2) a l-es (2-es) részecskét jellemz6 egyszerre mérhetd fizikai mennyiségek operatorai-
nak teljes rendszerét (CSCO). A hozzajuk tartozo sajatértékek legyenek A; Ao, Tegyiik fel tovabba,
hogy A1, Ay a kétrészecske rendszer CSCO-ja is. A rendszer allapotterének bazisvektorai igy |A1,A2)
alakban irhatok. A részecskék megkiilonboztethetetlensége miatt az Gsszes fizikai mennyiség opera-
tordnak olyannak kell lennie, hogy alakja ne valtozzon meg akkor, ha a két részecskét felcseréljiik.
Matematikailag ez azt jelenti, hogy ha a Py operatort a kivetkezé modon definialjuk

Poy AL A2) = A2, A1), (1.13)

(azaz a Py operator a két részecskét felcseréli), akkor ez az operator felcserélhets lesz a rendszer
tetszéleges fizikai mennyiségét leird operatorral igy a Hamilton operatorral is.

HPy = Py H,

ami azt jelenti, hogy létezik kozos sajatallapot rendszeriik, azaz a rendszer stacionarius allapotai a
Py operator sajatallapotai is egyben.
Vizsgaljuk meg Py sajatallapotait X
Porg) =ply), (1.14)

ahol p és |¢) a Py sajatértéke és sajatallapota. Hattassuk az egyenlet mindkét oldalara Gjra a Py
operatort

D5 [y = pPuly)
S~~~ S——
1 pl¥)
) = p*ly)
AZaZ
p? = 1; p==+l.

A 41 sajatértékhez tartozéd sajatallapot a részecskék cseréjére nem valtozik, szimmetrikus, mig
a —1-hez tartozoé elGjelet valt, antiszimmetrikus. Természetesen nem minden fiiggvény rendelkezik
hatarozott szimmetria tulajdonsaggal, azaz sorolhatd be a fenti két csoport valamelyikébe. Kénnyen
belathatd, hogy a

(1 + 1521) ;

(1-2).

N — N =



szimmetrizalé illetve antiszimmetrizalé operatorok segitségével a kétrészecske rendszerhez tartozo
Hilbert tér tetszéleges |f(1,2)) elemének elallithatjuk a szimmetrikus vagy antiszimmetrikus kom-
ponensét.

5 (172 + B l1,2)) = 2 (17(1,2)) + 17(2,1,))
1

5 (1702 = Pl 20) = 2070,2)) = 72, 1))

1£5(1,2)) = S, |£(1,2))
1£4(1,2)) = Ao |£(1,2))

Vizsgaljuk meg, hogy val6ban rendelkeznek-e a megfelel§ szimmetridval ezek az allapotok

1

Polfs(1,2)) = 5(Pulf(1,2) + P3 [£(1,2)) =fs(1,2)),
—~

Polfa(1,2)) = §(Pulf(1,2)) = B3y |£(1,2))) = —|fa(1,2)).

Azaz mindkét esetben a megfelel§ szimmetria tulajdonsagot kapjuk. Adjuk &ssze a szimmetrikus és
antiszimmetrikus komponeneseket

Fs(L2) + 1£41.2)) = 5 (1F0L2) + P [7(1,2)) + 5 (1F(L2)) — Por [£(1,2))) = 17(1,2)),

azaz a szimmetrikus és antiszimmetrikus komponensek visszaadjak az |f(1,2)) fiiggvényt. Minden
kétrészecske dllapot felbonthaté szimmetrikus és antiszimmetrikus komponensek Gsszegére.

Ketténél tobb azonos részecske (N > 2)

Ha a rendszeriink ketténél tobb részecskét tartalmaz akkor is igaz, hogy azok tetsz6leges felcserélése
nem okozhat valtozéast az elméletbdl szarmaztatott fizikai kijelentésekben.
Ahhoz, hogy az N részecskés esetet vizsgalhassuk altalanositsuk péarcsere operatorunkat a kévet-

ﬁa:( L2 N) a=1,.N!
a1 9... OGN

kez§ modon. Legyen

permutécios operator, ami a részecskék eredeti sorrendjét (1,2,..,N) ugy véltoztatja meg, hogy
(a1, a9, ...,ayn)-et kapjunk. Ezen operédtorok mindegyike felcserélhet6 a Hamilton operatorral de
egymassal nem. Fz azt jelenti, hogy nincs a permutéciés operatoroknak és a Hamilton operatornak
kozos sajatfiiggvény rendszere, igy a két részecske esetén alkalmazott gondolatmenetiink kézvetle-
niil nem altalanosithaté. Kijelolhets azonban az N részecske allapottérnek olyan alterei, amelyek a
permutacios operatorok kozos sajatallapotaibol allnak. Az alabbiakban projektor operatorok segit-
ségével konstrudlunk meg két ilyen alteret.
Tudjuk, hogy a P, permutacié felbonthato Pa; Darcserek (transzpoziciok) szorzatara

. Pa
Pa = Hﬁai
i

ugy, hogy a felbontasban szerepld transzpoziciok szama (p,) nem egyértelmi ugyan, de a parossaga
vagy paratlansiga viszont az.
A kétrészecskés esetet altaldnositva definialhatunk



e Szimmetrizal6é operatort:

e Antiszimmetrizalé operétort
A 1
Av =72 (-
(07

ezeket az operatorokat vizsgaljuk meg a tulajdonsagaikat.
Az Ay és Sy tulajdonsagai:

1. Projektorok, azaz R X R R
A% = Ay, 5% = Sy. (1.15)

Allitasunk bizonyitasahoz elészor lassuk be, hogy P, Ay = (—1)P Ay és P,Sy = Sy. N
elem Osszes permutacidja csoportot alkot. Az Ay 6s Sy definicio jdban a csoport Osszes eleme
szerepel, ezeket egy permutacidval Megszorozva visszakapjuk a csoport Osszes elemét (esetleg
nem az eredeti sorrendben). Igy az Sy-ben szerepld 6sszeg valtozatlan marad, An-ben szerepld
pedig egy (—1)P* faktort kap.

Paby = 3 PuPy = 3 Pa=bi

B o
Padn = Po(—1)P2 Pg = (—1)P Y (—1)P6%P P, Pg
B 8

= (1) Y (-1 Py= (1) Ay
5

Az imént belatott allitasunkat az 6sszeg minden tagjéra alkalmazva kapjuk (1.15) bizonyitésat.
2. Ay és Sy ortogonélisak, azaz
AnSy = SyAn =0

Irjuk at a szorzatot
A Q 1 Pa P &G 1 Pa & L 4
AnSy = 53 ()P Paly = o5 > (=1 Sy = 58y D (=
(8] @3 (0]

a masodik egyenl@ségnél kihasznaltuk az iménti pontban bizonyitottakat. Az utolsé szumma
nullat ad ugyanis a paros és paratlan permutaciok szdma megegyezik. Ezt beldthatjuk ha
a permuticidknak egy transzpoziciokra felbontasiat megszorozzuk egy tetszéleges transzpozi-
cioval. A paros permutaciok a paratlanokba mennek és viszont, amibdl kivetkezik, hogy a
szamuk megegyezik.

3. AN és S’N hermitikusak
Tetszéleges P, unitér operator ugyanis, ha U a rendszer tetszéleges allapota akkor, a részecskék

megkiilénbéztethetetlensége miatt (75@\1/, ﬁaq/) — (U, T). Ebbél kovetkezik, hogy P = P 1,

de mivel az Osszes permutécié csoportot alkot az inverzek szintén. Igy

- 1 . 1 . 1 A
S;ZMZPJZMZP;EMZP&—
« « «



Legyen |\, Ao, ..., Any) a Hilbert tér egy eleme. Hattassuk ré a szimmetrizalo operatort és vizsgajuk
meg a kapott allapot viselkedését egy tetszéleges parcsere hatésara

A A 1 A A
Pz‘jSN’/\1,>\2,---)\i,---,>\j,---,>\N> = N g ija ’/\1,>\27--->\i7---7>\j7---7)\N>
Y

a Piﬂsa szorzat az N elem egy masik permutéciéjat adja, mivel azonban az eredeti permutaciok
kiilonboz6ek voltak az Gjabb parcsere beiktatésaval kapottak is azok lesznek azaz % Yoo PijPa =

+ 3, Po amivel
PiiSn I, A2y o Xy s Ay ooy AND = SN AL A2, oo Ady vy Ay oy AN)

azaz a kapott allapot valéban szimmetrikus.
Az antiszimmetrizalé operator esetében

Ao 1 A A
P AN M, Aay Xy e Njy oy AN) = ﬁz (—1)P PP [A 1, Agy o Xy ooy Ajy oy AN) =
Y

a 735 = If’ijﬁa permutacié eggyel tobb transzpoziciot tartalmaz mint ami a P, felbontasaban szerepel
igy pg = po + 1, amivel

1

N
E

1 A .
=M Z (=1)P> PijPa [A1, A2y o Aiy s Ajy oo AN) = (=1)P2 Pg A1, A2y oo Xiy ooy Ajy ooy AN
Q

Fontos megjegyezni hogy a szimmetrikus (antiszimmetrikus) allapotok alteret alkotnak az alla-
pottéren, azaz szimmetrikus (antiszimmetrikus) allapotok tetszéleges linearis kombinécioja is szim-
metrikus (antiszimmetrikus).

Alapvetd eltérés a kétrészecskés esettél, hogy An+8y # 1, ha N > 2 igy a Hilbert tér tetszoleges
eleme nem bonthaté fel egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus allapot Osszegére. Azaz vannak
a Hilbert térnek olyan elemei amelyek sem a szimmetrikus sem az antiszimmetrikus altérhez nem
taroznak Ezeket kizarva olyan allapotokat kapunk, amelyek a permutacios operatorok kozos sajat-
allapotai és igy eleget tesznek a megkiilonboztethetetlenséghbsl adédé szimmetria kdvetelménynek
is.

A kvantummechanikdban mint modellben ezt a szimmetrizalasi posztulatum rogziti, amely
szerint:

N azonos részecskébdl dllo fizikai rendszer dllapota tetszdleges két részecske felcserélése ese-
tén eldjelet vdlt (antiszimmetrikus) vagy vdltozatlan marad (szimmetrikus). Az antiszim-
metrikus dllapoti részecskéket fermionoknak, a szimmetrikusokat bozonoknak nevezzik.

A szimmetrizalasi posztulatumot felhasznéalva vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik egy allapot t6bb
részecske egyidejd cseréjére:

Pa
N . _1 Pa
Poz P\laAQa 7>‘N> = Hpai ’A15A27 7AN> = {( 1) } ’Aam)‘az)“'))‘a]v) )
1=1

a kapcsos zardjel fels6 sora a fermionokra az alsé a bozonokra vonatkozik. Tébb részecske egy-
idejd felcserélésére a fermion rendszer allapota el@jelet valt, ha a permutéicié paritasa paratlan és
valtozatlan marad, ha paros. Bozon rendszer esetében az allapot véltozatlan marad.

Ha a rendszeriink t6bb kilonbozd fajta részecskét is tartalmaz, akkor az allapot az azonos, nem
megkiilonboztethets részecskék felcserelésére hatarozott szimmetriat mutat, azaz a fermionok ese-



tében antiszimmetrikus a bozonok esetében szimmetrikus lesz a szimmetrizalasi posztulatumnak
megfelelgen. Két kiilonbdzs fajta részecske felcserélése esetén viszont nem rendelkezik ezzel a szim-
metria tulajdonsaggal.

Azt, hogy pontosan melyek azok a részecskék amelyek bozon-ként vagy fermionként viselkednek
tovabbi posztulatumban hatarozzuk meg.

A rendelkezésre dllo kisérleti tapasztalatok szerint a feles spind részecskék fermionok, az
egész spindek bozonok.

Megjegyezziik hogy a relativisztikus kvantumtérelmélet keretein beliil ez a posztulatum levezet-
het6 (Pauli W., Phys. Rev. 58, 716, 1940), de a hagyoményos kvantummechanika keretein beliil ez
djabb, kisérleteken alapulé ,posztulatum?”.

Megmaradé mennyiségek, kvantumszamok

A Hamilton operator kdzponti szerepet jatszik a sokrészecske rendszerek targyalasdban. Ennek egyik
oka, hogy a Hamilton operator a rendszer teljes energia operatora, a sajatértékeinek meghatarozasa
lehet6séget ad a kiilénb6z6 anyagok spekroszképiai tulajdonsagainak el6rejelzésére. Maéasrészt a
Hamilton operator szerepel a Schrodinger egyenletben, igy meghatarozza a rendszer idéfejlédését
is. A Hamilton operdtorhoz kot&dnek az allapotok jellemzésére hasznalt megmaradd mennyiségek,
az t.n. ‘j6 kvantumszamok’ is.

Legyen a rendszer Hamilton operatora H és legyen O egy fizikai mennyiség operatora, ami nem
fiigg explicit modon az id6tsl. Legyen U(¢) a rendszer tetszoleges allapota. Vizsgaljuk meg az O
varhatoértékenek idgbeli valtozasat a () allapotban

{w(t) fILOA‘lIJ(t)) (w(t)|O jfl@(t)) =0
%@(t) %) \Ii(t)> - <§t\11(t) ‘é‘ \y(t)> + <\Il(t) ‘O‘ gt\lf(t)> + <\If(t) ‘;O \Ii(t)> -

> (w(t) ‘HO - OH‘ w(t))
Ez a derivalt tetszéleges allapotban eltdnik, ha HO - OH = [f[,é} = 0. Azaz a Hamilton

operatorral felcserélhet6 fizikai mennyiségek varhato értéke idében allandé. Ezek az t.n. megmaradd
mennyiségek, amelyekbdl alkotott teljes rendszert az allapotok azonositdsara hasznaljuk.

Szabad atomok és molekulak Schrodinger egyenlete

Tekintslink egy kvantummechanikai rendszert amely N, magbdl és N, elektronbél all. Koordi-
nataikat jelolje rendre Ry, a = 1,..., N, és r;, ¢ = 1,..., N.. Kiils§ er6k hidnyaban a rendszer
nem-relativisztikus Hamilton operatora

H=T,+T.+V?, (1.16)
T. az elektron kinetikai energia:
Ne 2 9 Ne
. p: h
¢ P 2m 2m i ' (117)



m az elektron tomeg, p; az i-edik elektron impulzus operatora. Az utolsé kifejezést az elektron
kinetikai energia koordinata reprezentacios alakja.
T, a magok kinetiai energia operatora

Ny, 2 9 Na
. h A
T, =S5 Pa _ 0§ Za (1.18)
2m, 2 My,
a=1 a=1

mg az a-adik mag témege, p, az a-adik atommag impulzus operatora..
VB a rendszer részecskéi kozotti kolesénhatas operatora

o, Noo 7.7
a
47T€0 Z: rii 471'80 ZZ ro 471-50 Z (1.19)

T T
i ach=1 ab

Atomi egységek

Az imént felirt Hamilton operatorban szamos konstans szerepel. Az irdsméd egyszertisitése miatt
bevezetjik az t.n. atomi egységeket, amelyeket gy definidlunk, hogy a Hamilton operatorban
szerepld %, h, m konstansok mér&szama 1 legyen. Ebben a mértékegység rendszerben a hosszlséig
egysége a bohr

h2
1bohr = — = 0.529177249 x 10~ *méter, (1.20)
me
az energia egysége
62
lhartree = —; = 27.2113961 eV = 4.3597482 x 10~ 1* J, (1.21)
ap

ahol ag az t.n. Bohr sugdr (ag = 0.529177249 x 10~ % m).
A tomeg egysége az elektron tomege

1 atomi tomegegység = 9.1093897 x 103! kg

A Hamilton operator atomi egységekben

N 1 — 1 A, 1 yn o
SR PIE RN VD D) Dk D 2




2 Az atommagok és elektronok mozgasanak
szétvalasztasa

Tudjuk, hogy a kvantummechanikai sokrészecske probléma - a klasszikus mechanikaihoz hasonléan-
néhany egyszerii esettdl eltekintve nem megoldhatd. Az atomi és molekuléris rendszerek kvantum-
mechanikai leirdsa ezért kozelité modszerek alkalmazasat jelenti. Bonyolultabb rendszerek esetén
azonban a kozelité modszerek alkalmazésa is komoly nehézségekbe iitkozik. Az els6 széleskoriien
alkalmazott kozelités az atommagok és elektronok mozgisinak szétvilasztasa. Ez a szétvalasztés
azon alapul, hogy a magok jéval lassabban mozognak a rajuk haté elektromagneses tér hatésara
mint az elektronok. Ennek az az oka, hogy a magok témege harom nagysigrenddel nagyobb mint az
elektronokeé (a proton témege 1836-szorosa az elektron tomegének). A nagy tomegkiilonbség azzal a
kovetkezménnyel jar, hogy az elektronok nagyon gyorsan kovetik a magkonfiguricio valtozasat. Az
aldbbiakban matematikai formaba ¢ntjiik az iménti allitasunkat.
Bontsuk a teljes Hamilton operatort két részre

H=H.+1T,,
ahol
H =T,+VP

az u.n. elektron Hamilton operdtor. Célunk a teljes Hamilton operator sajatérték probléméjanak
H® (R,r) = £ (R,r) (2.1)

kozelitd megoldasa. R az 6sszes mag, r az Osszes elektron koordinatait jeloli. Oldjuk meg az elektron
Hamilton operator sajatérték problémajat egy tetsz6leges, de rogzitett magkonfiguraciora

H, U, (R,r) = E\¥, (R,r).

Az igy kapott allapotfiiggvényben a magkoordinatak paraméterként szerepelnek. A kapott allapotok
bazist alkotnak a régzitett magok terében mozgo elektronok allapotterén, igy a @ (R, r) allapot a
tetszbleges rogzitett R magkonfiguracié esetében kifejthetd ezen a bézison:

o (R,r) =) xa(R) Ty (R,r). (2.2)
X

Feltéve, hogy ezt a sorfejtést minden R magkonfiguraciora elvégezziik megkapjuk a magok mozgasat
leir6 x» (R) fliggvényeket és igy a teljes hullamfiiggvényt is. A x» (R) meghatarozasiahoz helyet-
tesitsiik be a teljes hullamfiiggvény iménti kifejtését (2.2) a teljes Hamilton operéator sajatérték
egyenletébe (2.1)

EY xR Ty (R,1) = {fle +Tn} Y 0 (R) Ty (R,1) =
A A
Z {T"XA (R) A (R,1) + xa (R) E5VA (R, r)} =

A

10



e A mag kinetikai energia operatora, amint azt méar lattuk
. V2
Th=— a
n Z 2my,
a

szamoljuk ki a V2 hatasat a x» (R) ¥y (R,r) szorzatra

V2 (xP) = VoV (xT) = Vo {(Vax) ¥ + x (Vo ¥)} =
(Aax) ¥ +2(Vax) (Va¥) + x (Aa¥)

Az iménti szamolast folytatva

EX MR INRr) =D =) i (Talaxx +2(Vaxa) (Vali) +xa (AaTn)) | +
A a a

A
> Eva (R) U (R, 1)
A

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat U} (R, r)-rel és integraljunk az elektron koordinatékra

1 1
Exr = Z _TmAaXn + Eoxw + Z Z _m {2 (QH |Va| QA) Vg + (QH |Aa| QA)} XA~
a A

a
”

~

B

A kapcsos zarojellel jelolt tagokra bevezetjiik a B,y elnevezést, amivel az

EXx :THXN+EKXK+ZBH)\X)\ k=12 .
A

egyenletrendszert kapjuk a magok allapotfiiggvényére. Valasszuk kiilén a Kk = A tagot a szummabol

EXK = (Tn + En + B/-m) Xr + Z BH)\X}\'
MAER

A jobb oldal utols6 tagja Osszecsatolja a kiilonb6z8 magfiiggvényekre vonatkozd egyenleteket. Ha
ezt elhanyagoljuk akkor az egyenletrendszer nem lesz csatolt tébbé. Ez az a.n. adiabatikus kozeli-
tés. A Born-Oppenheimer kézelitésben a nem diagondlis elemek mellett a B diagondlis elemeit is
elhanyagoljuk. Ebben a kozelitésben a mag allapotokra az

Exe (R) = (Tu + Fr (R)) xx (R)

egyenletet kapjuk, amiben a magkoordinata fliggd elektron energia jatssza a potencialis energia sze-
repét. A kozelités nem alkalmazhatd abban az esetben, ha a kiilénb&z6 elektronallapotok energia
feliiletei (Ey (R)) kozel keriilnek vagy metszik egymést. A Born-Oppenheimer kozelitést szélesko-
rien alkalmazzak a molekula rezgések, kémiai reakcidk és az elektromégneses sugarzas altal kivaltott
molekula dtalakuldsok kvantummechanikai targyalasdban.

Megjegyzés. Az imént kapott magallapotok tartalmazzak a molekula tomegkdzéppontjanak ha-
ladé mozgasat valamit a molekula forgé mozgéasét is. A Born-Oppenheimer kozelités ugy is levezet-
hetd, hogy el6bb a molekula haladé és forg6 mozgésat levalasztjuk megfelel§ a molekuldhoz rogzitett
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koordinata rendszerre valo attéréssel.
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3 A fiiggetlenrészecske modell

A Schrodinger egyenlet megoldasa szeparaciéval

A molekula elektron Hamilton operatorat irjuk az alabbi formaba:

ﬁzho—l—zhﬂi)‘*‘zi,
:

— 1;j

ahol az els6 tag

h'O = Z Z(IZb’
a

Tab
a mag-mag kolcsénhatés, a méasodik a
N PP Zq
hi (i) = 5 — Z -

egyrészecske operatorok dsszege, a harmadik tag pedig az elektronok kozotti kolesénhatas operatora.
Ha az utébbi kdlesonhatést helyettesitjiik egy valamiképp atlagolt potencidltérrel tigy, hogy minden
egyes elektron a tobbi elektron atlagolt terében mozogjon

Z;HZW’)
i<j * i

akkor a Hamilton operatorunk
Hfﬁggetlen = ho + Z h (Z)
i

alaku lesz, ahol
h (i) = ha (i) + v ()

A figgetlen részecske Hamilton operator sajatérték problémajanak megoldaséat kereshetjiik szorzat
alakban. A

Hartree szorzat
‘I/(Xl,Xg,...,XN) :1/)1 (Xl) 1/)2 (XQ)...Q/)N (XN) (31)

szorzat sajatallapota a ﬁfﬁggetlen Hamilton operatornak, ha a 1, ..., ¥ fiiggvények sajatallapotai
a h (1) operatornak hip; (x) = €;40; (x):

f{fiiggetlen\lj = (hO + Z h (Z)> U= ho¥ + (Z h (”) h (Xl) 2 (XQ) i (XZ) PN (XN)

= hoW + > 41 (1) o (%2) thimt (%im1) i1 (Xip) by () Do (3) i (%)
i it (%)

= hoU + Z €1 (Xl) 1o (Xg) /8 (Xz) PN (XN) = (h() + ZSZ> U = £,

1
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Antiszimmetrizalt fiiggetlen részecske allapot, Slater determinans

Az (3.1) allapot a fiiggetlen részecske Hamilton operator sajatéllapota de nem elégiti ki a szim-
metrizalasi posztuldtomot. Amint azt mar lattuk az 1. fejezetben, az antiszimmetrizalé operator
segitségével a Hartree szorzatbol kiprojektalhatjuk a megfelels antiszimmetrikus komponenst.

A1, ) = oy 30 (1P P (51) s (c2) b ()],

ami éppen a determinans definicidja azaz

e1(x1)  p2(x1) pn (x1)
AN\IJ(XhXQ,...,XN) == % ! (.XQ) 2 (XQ) L o (XQ)
1 (xN) 2 (xN) o (xn)

az ilyen modon eléallitott hullamfiiggvényt hivjuk Slater determindnsnak. A Slater determinans ki-
fejtésében szereplé valamennyi szorzat és igy a Slater determinans maga is sajatallapota a H fiiggetlen
Hamilton operatornak.

Abban az esetben, ha a determinansban két fiiggvény megegyezne a determinans eltiinne. Eb-
b6l kovetkezik, hogy fiiggetlen részecske kézelités, vagy szigorian fliggetlen részecskék esetén egy
kvantummechanikai rendszeren belil nem lehet két azonos fermion (pl. két elektron) ugyanabban
az eqyrészecske kvantumdllapotban. Ezt szokds Pauli elvnek nevezni, ami azonban - mint latjuk -
val6jaban nem 1j elv, hanem az antiszimmetrizalasi posztulatum kévetkezménye.

Megjegyzés:

Abban az esetben ha a Slater determinénsban szerepl§ fiiggvények ortogonélisak és normaltak, az
iménti definicioval adott hullamfiiggvény norméja 1/N! lesz. Ha egységre norméalt hullamfiiggvényt
akarunk el6llitani a prefaktort 1/v/N'l-ra kell cserélni.

Hartree-Fock kozelités

Az el6z6 részben bevezettiik a fiiggetlen részecske kozelitést, lattuk, hogy fiiggetlen fermion rend-
szerre a Hamilton operétor sajatallapotai Slater determinans alakban kereshetSek. A Hartre-Fock
kézelités olyan fiiggetlen részecske kézelités, ami a lehetd legjobban megkdzeliti a kdlcsénhaté rendszer
alapdllapoti energidjdt.

A HF egyenletek levezetése

Tegyiik fel, hogy az N elektron rendszeriink hullamfiiggvénye ortonormalt egyrészecske fiiggvények-
bol felépitett Slater determinéns,

1
VNI
Hatarozzuk meg azokat az egyrészecske allapotokat, amelyekkel szamolt teljes energia minimalis

lesz. Célunk eléréséhez a variaciészamitast hasznaljuk.
Az energia funkcionéal

U det (1/}1 (Xl) 1/}2 (XQ) 1/}]\7 (XN)) . (32)

BIW] = B (1 (x1) 162 (%) oy oy (x)) = (@ || ) (3.3)
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ennek els6 variacioja:

OE = E (Y1 + 81p1, 92 + 042, ..,y + 09PN ) — E (1,92, ..., ¢N) (3.4)

azon tagjaibol all amelyek a dip-kben elsérendiiek.
A Hamilton operator Slater determinéns alaki allapotban szamolt varhaté értéke,

E[V] = <\1/‘H‘\11>

N
3 / B ) 97 () — P20 (1) 4y () dxy ey

12

al 1
:ho—i-Z/d);k (Xl)hl (Xl) de (Xl)dX1+§
=1 _

. ij=1< g .
(il (i1 5 fig ) = (i) —ig |8y =Cis i)
N 1 N
=ho+_(ilhali)+ 5 D (ijli) = {ijlii) (35)
i=1 i,j=1

Itt felhasznéltuk a egy és kételektron operatorok Stater determindnsok kozotti métrixelemeinek
szamitaséra vonatkozo Slater-Condon szabalyokat (Isd. Appendix). A funkcionél varidlasat a

(¢|7) = i ,7=12,.,N (3.6)

mellékfeltétellel végezziik, hogy kielégithessiik az ortonormaltsagi feltételt. Az iménti feltételek
koziil csupan (]; ) + N fiiggetlen hiszen

(41é) = (il5)" = 635 = dij. (3.7)

A mellékfeltételt a Lagrange multiplikatoros modszerrel vessziik figyelembe, azaz az E [V] funk-

.....

N
EN] =E[T] - Y ey ((ilj) — b)) (3.8)
ij=1

szabad varidlasat végezziik. (3.7) miatt az €;; = 5;%, azaz a a Lagrange multiplikatorokbdl felépitett
matrix hermitikus.
Szamoljuk ki az € [¥]-ben fellepd mennyiségek variaciojat.

0 (il7) = (91l) + (il07)
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N N N

OE[W] =" (6i|h] i)+ Y (ilha|5i) + % > ((iglig) — (9l i)+

i=1 i=1 | i,j=1
Y M Y
1 1
52 (iloig) = (ijlioi)) + 5 > ((dlig) — (id3l7)) +
=1 ij=1
> 3
1 N
52 (ijliog)y — (ijloji)) =
P
N N
> (Gilhal i)+ > (Giglig) — (5iglji)) + e.c.
i=1 ij=1

Az utolsod egyenlGségnél kihasznaltuk, hogy a kifejezésben a megfelels vesszétlen és vesszés tagok
egymés komplex konjugéltjai valamint, hogy a 2 és 3 tagok egyenléek csakigy mint a 2’ és 3’ tagok!.
Ezzel az £ els6 varidcioja felhasznalva e;; hermitikus voltét:

N N N
0 = (dilhi)y + Y (Siflig) — (dijlji)) — Y eij (dils) + c.c. (3.9)
=1 ij=1 ij=1

Ezt a kifejezést atirva és a megfelel§ részecskék indexét kiirva

6 = Zéz ) {[(hy (1 Z<

> <j (2)

=1

<2>>2 -

7)) 1) - S e li) ) + e
=1

A als6 indexben 1év6 kettes azt jelenti, hogy az integralas csak a kettes részecske valtozoira toérténik
és a kapott eredmény még fiigg az 1-es részecske valtozo6itol.

(1@ L]i@) = [vitw L e ax
{(Ge z’<2>>2|j<1>>

Pio| . , . 1 .
velie) b = [ o) s vy ) = (3 2
2
A szélsGértek létezésének sziikséges feltétele, hogy 6€ =0 legyen. Ennek a feltételnek teljesiilnie kell
|0 (1))-re és |i0i (1))-re egyarant. Amibél a

7"12

1 -
— P9
T12

1
712

12

12

N N

> | Zew (3 (1)17) + (60 (D" [ (1) =D el (i (1)]5)"| =0

=1 j=1

' Az allitas az integralasi valtozok és az osszegzd indexek felcserélésével kozvetleniil lathato.
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N N
Z i (60 (1)][.. —Zzew (09 (1) |7) — %(<5i(1)!)*[---]*(\i(l)))*ﬂz&fj (03 (1)15)"| =0
=1 j=1

egyenleteket kapjuk. A masodik egyenletet i-vel egyszertisitve és a két egyenletet Osszeadva és
kihasznalva, hogy az egyenletnek tetsz6leges (7 (1)|-re teljesiilni kell, a kovetkez6t kapjuk

+Z< Him) ~x (e

j=1

1 -
—Pia
T12

7112

N
j<2>>2 (1) = 3 ey (1)
j=1

f(¢1a¢2;~-~ﬂ/’N)

A szdgletes zardjelben szerepld elsé tag a Hamilton operatorban is latott egyrészecske rész a méso-
dik és harmadik tag pedig a keresett atlagolt egyrészecske potencial. A méasodik tagot Coulomb a
harmadikat kicserélddési potencidlnak nevezziik. A kapcsos zardjelben 16vs egyrészecske operatort
Fock operdtornak nevezziik és f(¢1,¢2,...,¢N)—nel jeldljik. Az argumentumban feltiintetett egy-
részecske figgvények arra utalnak, hogy a Fock operator fligg a meghatarozni kivant egyrészecske
allapotoktol. Az iménti egyenletiink ezzel

f(,(/)lf(/)% 7,(/)]\7 Zglj |j 1= 1727"7N'

Azaz az f operator egy tetszéleges |1);) egyrészecske dllapotot a 1)1,1)9,..., 1 dllapotok linearis kom-
bindcidjaba visz. Ezt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy N darab olyan egyrészecske allapotot kell
keresniink, amelyekbdl felépitett Fock operator az egyrészecske allapotok altal kifeszitett N dimen-
zi0s teret vatozatlanul hagyja ( f invarians altere). Az invarians altér kivalasztasara a legegyszertibb
modszer, ha megkeressiik f sajatallapotait, azaz megoldjuk a

F @142,y o) [i) = €5 i) (3.10)

sajatérték egyenletet és a sajatallapotok koziil kivalasztunk N darabot. Ezek illetve ezek tetszéleges
unitér transzforméltja kielégiti az eredeti egyenletiinket. A (3.10) egyenletet kanonikus Hartree-Fock
(HF) egyenletnek nevezziik.

Mivel az f Fock operator maga is fiigg a meghatarozni kivant egyrészecske allapotoktol a (3.10)
egyenlet iterativ moédon oldhatéd meg, azaz elészor kivalasztunk valamilyen egyrészecske dllapoto-
kat amelyekkel felépitjiik a Fock operatort majd megoldjuk a sajatérték problémajat. A kapott
sajatallapotokbol kivalasztjuk a legmélyebb teljes energidhoz tartozokat és Gjra kezdjiik az eljarast.
Mindaddig ismételjiik ezeket a lépéseket amig az egymast kdvetd két 1épésben kapott allapotok és
sajatértékek méar csak elhanyagolhaté6 mértékben kiilénbo6znek egymastol. Ezt az eljarast dnkon-
zisztens tér vagy az angol rovidités alapjan SCF (Self Consistent Field) modszernek nevezziik. Az
eljarast az alabbi abran szemléltetjiik.

Kiindulo -k | = | f felépitése == | f|i)=¢; |i) megoldasa| == | 1j 1)-k | == (konv ?) leoy gi, 1) 1=
T } nem

A HF egyenlet megoldasaval végtelen sok egyrészecske allapotot kapunk ezek koziil csak a leg-
mélyebb energiat adé N keriil bele a Slater determinansba, ezeket betsltott pdlydknak nevezzik, a
kimaradékat pedig nem betdltott vagy virtudlis pdlydknak.
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A HF egyenlet megoldasainak tulajdonsagai. A Koopmans tétel

Tegyiik fel, hogy az imént ismertetett SCF eljaras segitségével megoldottuk a HF egyenletet. Ebben
a fejezetben a Fock operatornak maganak, sajatétékeinek és sajatallapotainak tulajdonsagaival és
jelentésével foglalkozunk.

Unitér invariancia

A HF egyenletek megoldésaibodl kivalasztott N allapot és ezek tetszéleges unitér transzformaltja
ugyanazt a Slater determinans allapotot adja (egy fazisfaktor erejéig). Legyen U unitér operator és

U i) = 1;1>,
@7)@> = Ujilty)
J

Ezekkel az allapotokkal a Slater determinéns

Y1 (r,wi1) Yo (ri,w) ... b (r1,w)
1 e s 1 Y1 (ro,w2) 2 (r2,w2) P (ro,ws)

U= mdet‘@z}m...w‘ = et 5 Ul =
Y1 (ry, wy) P2 (rn,wN) YN (rn, wn)

1
mdet U e det [1h11)9...40 ]|

—ela

A Koopmans tétel

A HF egyenletek megoldasabol adodé sajatértékeknek probalunk fizikai jelentést adni. Megmu-
tatjuk hogy bizonyos megszoritasok mellett ezek a sajatértékek az N részecske rendszer ionizacids
energidjaval illetve elektron affinitasival egyeznek meg.

lonizaciés energia. Tekintsiink egy N elektron rendszert, amelynek alapéllapoti energiaja legyen
En vegylink el a rendszerbél egy elektront és jeloljiik a kapott N-1 elektron rendszer alapallapoti
energiajat Ey_1-gyel. Az elektron eltdavolitdsihoz sziikséges energiat ionizaciés potencidlnak (/)
nevezziik

I=Ey 11— EN

Ennek a HF kozelitésbeli kiszamitasahoz két HF szdmolast kellene végezniink, egyet az N-1, egyet
az N elektron rendszerre. E helyett kozelitsiik az N-1 elektronos rendszer egyrészecske éllapotait az
N részecske megoldésokkal, azaz hanyagoljuk el a valtozast, amit az elektron eltavolitdsa okoz:

I=En_i— By~ ERTWN=D _ glIT(N) o gIIEIN) _ glIFN)

18



Az elektron eltédvolitasa a fiiggetlen részecske kozelitésben azt jelenti, hogy a Slater determinansboél
egy egyelektron allapotot, mondjuk az k-adikat kihagyjuk. Igy az ionizéciés energia:

N N
HF(N 1 qpe
1By —ho+2 Gilhali) + 5 0 D Gillig)
=k %iiﬁﬁ;ﬁ
N 1 N N
—ho = _(ilhali) =5 > {illis) =
i=1 i=1 j=1
1 1
= (sl k) = 5 D Gikllik) — 5 > {killki)
=1 j=1
itk j#k

Az utolsé két tag egyenls a kételektron integralok szimmetriaja miatt. Igy

hy + ZN: <z'|r;21 (1 - 1312) |¢>2] k) = ek, (3.11)
=1

ahol elhagytuk az ¢ # k megszoritast mivel (kk||kk) = 0. A szigletes zar6jelben 1évé mennyiség
éppen a Fock operator, aminek a varhato értéke a |k) allapotban éppen ej. Azaz ebben a kozelitésben
a rendszer ioniziciés energidja a Slater determindnsboél kihagyott pélyadhoz tartozo egyrészecske
energianak -1-szeresével egyenld

— (k|

I:—é‘k

Elektron affinitds. Adjunk az N elektronos rendszerhez egy elektront és jeloljiik a kapott N+1
elektronos rendszer alapallapoti energidjat Enii1-gyel. Az elektron hozzéadaséhoz sziikséges ener-
giat elektron affinitasnak (A) nevezziik

A=Ey—Enp
Az el6bbihez hasonlé modon belathato, hogy
A =g, (3.12)

ahol az a-adik palyat vettiik hozza a Slater determinanshoz.
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Nyilt és zarthéjia rendszerek

UHF moédszer
Spinpalya, térpalya

A HF egyenlet levezetésénél ¢ (x) dltaldnos spinpdlydkat hasznaltunk. Ezek olyan egyelektron al-
lapotok, amelyek alakja 1 (x) = |¢%(r)) | (w)) + ‘(pﬁ(r)> |8 (w)), ahol r az elektron tér és w a
spinvéaltozoja, az « (w), B (w) spinsajatallapotok (spinfiggvények), ¢(r) pedig az ugynevezett tér-
pdlya. Az altalanos spinpdalydk helyett rendszerint az egyrészecske spin z komponenséhez tartozéd
sajatallapotokat valasztunk:

¢ (%)) = [¢7(x)) |o (w)) (3.13)

ahol a 0 (w) a a(w), B(w) spinfigguények valamelyike. Ezeket spinpdlydknak nevezziik

Megszoritas nélkiili HF egyenlet

Legyen a molekulankban N, alfa és Nz béta spint elektron (N, + Ng = N). Epitsiik fel a Slater
determinansunkat (3.13) alakt egyrészecske allapotokbol:

1
W oar = o det (@f (r1) @ (w1) ;. @R, (rn,) @ (wn,) ;
i1 Onas1) B(WNa41) ""(p]ﬁ\fa—i—NB (rvatng) B (wNa-i—NB)) :

A fenti Slater determinanssal kapott kanonikus HF egyenleteket tovabb egyszertisithetjiik a spin-
valtozokat tartalmazo integralasok elvégzésével. Tekintsiink eldszor egy |4 (x)) = |o¥(r)) |o (w))
alakt spinpalyat. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a HF egyenlet alakja

F (@rsthase o) |91 (%)) = &4 [4hi (%)) 4

ahol
N

<2)>2 =Y (i

J=1

1 -
— P19
12

j<2>>2.

f(whw% 7¢N _hl Z<

T12

Ide behelyettesitve a spinpélya imeénti alakjat (3.13), a kovetkezst kapjuk:

1‘ 5 (r2)a )

2

Nq
)+ 35 (5 (r2) )
i1

Na +N5

L 8w
+J NZ+1 <903 r2) 5 (w2) - @ (r2) B( 2)>2
Na
;@?‘ (r2) @ (wa) |- Pl (e2) a w 2)>2—
Na+Nj |
Z <‘P5 (r2) B (w2) o P12 ( 2)/B(WQ)> | (r1)a (w1)) = €5 |t (r1) e (wr))
J=Na+1 12 9

Az egyenlet els6 két soraban az wo vatozora kiintegralva, az (a|a) = (B|8) = 1 Gsszefiiggéseket
felhasznélva csak térfiiggvényeket tartalmazé kifejezést kapunk. A harmadik sorban 1évs taggal
hasonloan jarhatunk el miutan a ¢fa <= ¢f'a cserét elvegeztiik. Az utolso sorban léve kifejezés
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esetében a Py operdtor alkalmazésa utan egy alfa spinfiiggvény jelenik meg az integralban. Mivel
(Bla) = 0, ez a tag eltiinik. A kapott egyenlet:

Na+Nﬂ

) + 3 (G

]:Na+1

1| s
22 e),

07 (r2)> i (r1)e (wi)) = &7 |5 (r1)ex (wn))

2

No
)+ 3 (5 (x2)
j=1

Py
12

5 (¢ ea) |1

7j=1

alaku lesz, ahol az alsé indexbe irt kettes most mar csak az ro térviltozora vald integralast jeloli.
Szorozzuk meg az egyenletiink mindkét oldalat balrol (o (wq)|-gyel. A

e e \>z< s,
Na
< P12 o <r2>>2 [ (r1)) = e o (x1)) (3.14)

j=1

egyenletet kapjuk a | (r1)) térfliggvényekre.
Egy [4: (x)) = ‘tpf(r)> 18(w)) (i = Na+1,..Ny + Nj) spinpalyabol kiindulva a

Na 1 No+Ng .
ri) + Z <<,0] ra) T‘ ©5 (r2)> + Z <<,0j6 (ro) T‘ gojﬂ. (r2)> _
j=1 12 2 =Na+l 12 9

( 2)>2

egyenletet kapjuk. A |pf(r1)) és ‘cpf (r1)> térfliggvényekre két kiilonbozs egyenletet kaptunk. A kii-

w?(r1)> =]

o(r1)) (3.15)

lénbseg a kicserélddési tag alakjédban van. Jeldljiik a (3.14), (3.15) egyenletek szogletes zarojeleiben
levs Fock operatorokat rendre f@, f8-val.
Igy a két egyenlet

J* lof (r1)) = 8 g (x1))
7|l =& [l r0)) (3.16)

alaku lesz. Mindkét Fock operator fiigg az o és B spinhez tartozd térpalyaktol is, ezért ezek a
csatolt egyenletek szimultan SCF eljarassal oldhatok meg. Azaz el@szor kiindulunk valamilyen
kezdeti térpalydkbol ezek segitségével megoldjuk mindkét egyenletet, a kapott térpalyidkkal djra
felépitjiik a fo‘, fﬁ operatorokat, djra megoldjuk az egyenleteket és az eljarast addig ismételjiik
mig a két egymaéast kovets iteracibban kapott sajatfiiggvények és sajatértékek mar elegenden kozel
vannak egymashoz.

A most felirt egyenleteket megszorités nélkili HF, vagy az angol elnevezésiik (Unrestricted HF')
alapjan UHF egyenleteknek nevezziik.
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Megjegyzés:

e Az UHF egyenlet megoldéasaként kapott determinédns hullamfiiggvény sajatfiiggvénye a mo-
lekula teljes spinjének a z-komponensének (S,) mégpedig nem feltétleniil a 0 sajatértékhez
tartoz6. Ebbél adodik, hogy ez a moédszer alkalmas nem 0 6sszspind rendszerek targyalasara

e |U),;p altaldban nem sajatfiiggvénye az S?-nek

e Az UHF modszert gyakran DODS-nek is nevezik, ami az angol Different Orbital for Different
Spin kifejezésbdl ered.

e Az UHF egyenletek megoldasakor kapott sajatallapotokat atom vagy molekulapdlydknak ne-
vezziik.
RHF moddszer

Az imént targyalt UHF modszer specialis esete a megszoritasos HF modszer (, aminek az elnevezése
az angol Restricted HF-b6l szarmazik). Vegyiik az UHF egyenleteknek azt a speciélis esetét, amikor
N, = Ng = N, azaz az alfa és béta spind elektronok szama megegyezik. Ez egyben azt is jelenti,
hogy a molekula paros szdmu elektront tartalmaz, mivel N = 2N . Legyen tovabba

) = [el)  i= 1N,

ami azt jelenti, hogy minden térpalya kétszeresen van betdltve « és 3 spind elektronnal. Ebben
az esetben a két UHF egyenlet (3.16) megegyezik és igy elegendd az egyiket megoldani. Ezt az
egyenletet megszoritasos HF egyenletnek nevezziik.

Megjegyzés:

e Az RHF egyenlet megoldasaként kapott determinans hullamfiiggvény |U) ,;» sajatfiiggvénye
a molekula teljes spinjének a z-komponensének (S,) mégpedig a 0 sajatértékhez tartozo.

o |U),pyp sajétfiiggvénye az S%nek, 0 sajatértékkel.

e A 'megszoritasos’ elnevezés onnan adddik, hogy megkdveteljiik, hogy minden térpalya kétsze-
resen legyen betoltve. A ’megszoritas nélkiili’ elnevezés arra utal, hogy az UHF modszerben
ezt a kényszert nem alkalmazzuk.
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Véges bazis bevezetése: A Hartree-Fock-Roothaan-Hall egyenlet

Amint azt lattuk a spinfliggés levalasztasa utan a HF egyenlet

Folef ) =l lef(r1))  o=a,p

alakt. Ez egy integro-differenciilegyenlet RHFE esetben illetve két csatolt egyenletbdl 4llé egyen-
letrendszer UHF esetben, ami numerikus moédszerekkel megoldhatd egyszertibb rendszerekre, de
nagyobb molekulakra nem. C.C. J. Roothaan (1951) véges bazis bevezetésével algebrai sajatér-
ték problémava alakitotta a feladatot és ezzel nagyobb molekuldkra is alkalmazhatova tette a HF
modszert.

Valasszuk ki az egyrészecske allapottér egy alterét egy véges bazis kijelolésével {|X,,)}V:1’27W7K,
ahol K az altér dimenzidoja. A bdazisrdl sem az ortogonalitast sem a norméaltsagot nem tételezziik
fel. Fejtsiik ki az egyrészecske allapot térfliged részét ezen a bazison

K
07 (r1)) = D e xu(r1)) i=1..K
v=1

és frjuk be a kifejtést a HF egyenletbe:

K K

A BEAPACHEC S PEAPACHE

v=1 v=1

Szorozzuk meg mindkét oldalt balrol (x,|-vel

K K
0l 7 )i = €7 Y (xulxa) e
v=1 fo v=1 g
jii% wv

ahol az fj], = (x| f7xv) a Fock mdtriz (£7), Sy = (XulXxv) az dtfedési mdtriz (S) eleme.
Ezzel az egyenlet
£7¢] = €e7Sc? i=1,2,...K

;=

alaktl lesz, ahol cf a kifejtési egyiitthatokat tartalmazo vektor. Szokasos ezeket az egyiitthatékat
egy ¢’ matrixba foglalni, amelynek oszlopaiban vannak a kiilénb6z6 cf -k, amivel

f7¢” =¢7Sc¢?, o=aq,p, (3.17)
ahol €7 diagondlis matrix
e 0 -0
0 € - 0
Do 0
0 0 - %

Fzek az egyenleteket szokds Pople-Nesbet egyenleteknek is nevezni.
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Felhasznélva a Fock operéator korabbi

Na 1 Na+Nﬁ 1
fa = hl (rl) + E <(p31 (I‘Q) ‘ (p? (r2)> + E <(‘0J6 (I‘Q) ‘ (p]ﬁ (r2)> —
- 12 . 712
7=1 2 j=Nao+1 2
1 .
7 (r9) | Ppa| 7 =
E <<PJ (r2) o 2| ¥ (1‘2)>2 o= a,

j=1

alakjat felirhatjuk a Fock métrix elemeit.
Az els6 tag matrixeleme

<Xl$|h1|XI/>7
a masodiké
Na ) ,
ISR ACATS ‘w?‘ ()}t o () = G 33 g ety (o oo \m ) ) =
T 12 9 9
J=1 j=1 A,k=1
1 k(X
Z ZC)\_] Crj <Xu (r1) x» (r2) T‘XU (r1) x > Z Zc)\j Cij (BAlVE)
A=l j—1 12 M=l j=1

a tovabbi tagok matrixelemei hasonléan szamolhatok. Ezt felhasznélva a Fock matrix elemei:

K N
T = (ulbl vy + D0 D7 cedi uAlve) = (uAl)] +Zcm% (M)
w,A=1 | =1
K NB Ng
Th = (plhlv) + 30 ST e WnAlvn) = (uAlw)] + 3 ekl (uAlv)
rA=1 | i=1 i=1
Vezessiik be a
No Ng
o= dnd,  Ph= Z i
1=1 3

jeloléseket. A P, PP az n.n. toltésstiriiség-kotésrend matrix. Igy a Fock métrix elemei

Bv)+ f { P&\ [Alvm) = (uAlew)] + P2y (uxlvs) }

KyA=

f5y=<u‘ﬁ‘1/>+§:{P,EAKW\\V@ (pAl)] + P2 (ulvr) }
A

K, A=1

fow = <u

alakuak lesznek. Megfigyelhetjiik, hogy a Fock matrix fiigg a meghatarozandé kifejtési egyiittha-
toktol. Ezek az egyenletek is iterativ médon oldhatok meg. A kiindulé egyrészecske fiiggvények
megadasa itt a kiindulé kifejtési egyiitthatok megadasat jelenti. Az iteraciok soran kapott tjabb
egylitthatok segitségével mindig djabb Fock matrixok épithetiink fel mindaddig, amig az egymast
kovets lépésekben kapott értékek elegend@en kozel keriilnek egymashoz.
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RHF esetben a két Fock operator megegyezik, a métrixelemek a kovetkez§ alakuak lesznek:

fuw = ([ v) + S (B 20Ni) — ()]

K,A=1

a HF egyenlet pedig
fc = Sc. (3.18)

Ezt az egyenletet Hartree-Fock-Roothaan-Hall egyenletnek nevezziik.

A véges bazis bevezetésével kapott egyenleteink altaldnositott sajatérték egyenletek, ha S, # 0,4,
ami azt jelenti, hogy a bdzis nem ortonormalt. A {|x,)},_;, _x bdzis mindig ortonormaltta tehets
egy megfelel§ A transzformaci6 segitségével

‘X:/> = ZA,UV ’XV> <X:/‘X;L> = 61/# w, vV = 1727 7K
v

Az ortonorméltsagi feltételbdl:

5uu = <X;¢‘X;/> = Z AZHA)\V <XK‘X)\>
A

amit frhatunk ATSA = 1 alakba is. Az A megvélasztasa nem egyértelmt. Egy lehetséges eljaras
a Lowdin féle szimmetrikus ortogonalizdcid, ahol A = S~1/2. Mivel S—1/2 onadjungalt (S*1/2)Jr
S~1/2, azaz az igy vélasztott A kielégiti az imenti feltételt (S~1/288~1/2 = 1),

Keressiik meg a (3.18) egyenletek alakjat az A segitségével kapott ortogonélis bazisban. Az 1]
bézisban a molekulapélyak kifejtési egyiitthatoi

ezt az A segitségével az eredeti bazisra visszairva

|‘Pz ZZ /w |Xu

p=lv=1

Mésrészt az eredeti bazisban «
lpi) = Zcui |Xu> .

pn=1

Az utobbi két kifejezéshdl
K
Cri = Z AMVC:/’i’
v=1

ami a kordbban mar hasznilt jeloléssel ¢; = Ag; vagy ¢ = Ac'. Ez a Léwdin ortogonalizacio

—-1/2

esetén: ¢ = Ac’ = S /“¢’ alaki lesz, amit beirva a HFR egyenletbe

fs—1/2c/ — 8SS_1/2CI
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majd mindkét oldalt S=1/ 2_gyel szorozva

S—1/2fs—1/2c/ :88_1/288_1/2(:,
——— —
£ 1

af'c/ = ec’ valodi métrix sajatértek problémat kapjuk. A bazis ortogonalizaciéjaval a Pople-Nesbet
egyenletek is valodi sajatérték egyenletté alakithatok.

lo Jo __ _o 0o —
f7¢7 =¢%¢?, o=a,p

LCAO-MO

A Hartree-Fock-Roothaan egyenletet a HF egyenletbdl gy kaptuk hogy az egyrészecske allapotteret
megszoritottuk egy véges alterére Az egyelektron fliggvények véges alterének kivalasztasa kozelités.
A kapott eredmények mindGsége erdsen fiigg ettdl a valasztéstol. Egy molekula leirasdhoz az egy-
részecske fiiggvényeknek azt az alterét valasztjuk ki, amit a molekulédt felépité atomok egyrészecske
fiiggvényei feszitenek ki. Ez az a.n. LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals) modszer. Mivel
valédi atomi egyrészecske palydkat nehéz volna haszndalni, ezért olyan fiiggvényeket alkalmazunk,
amelyek jellegiikben hasonlitanak hozzajuk. A f6ként a korai szamolasokban voltak hasznélato-
sak a Slater fiiggvények (napjainkban ujra azok), amelyek alakja lathatéan hasonlit a hidrogén
megoldasokra:
X(x) = N~ Le™7 Y (0, )

ahol N normalé faktor, r, 8, p gdmbi polarkoordinatak n, [, m pedig kvantumszamok.
A leginkabb elterjedt béazisfiiggvény tipus a kobos harmonikusokkal szorzott Gauss fiiggvényekbdl
all:
X(r) = (&= C) (y = Ry)™ (z = R,)" e G 07R),
ahol [, m,n nem negativ egészek, R = (R, Ry, R,) a Gauss fiiggvény kozéppontja (rendszerint va-
lamelyik atom helye). A megfelels exponenseket atomi szamolasok segitségével vélasztjak ki.

A Gauss és Slater fiiggvények Gsszehasonlitasa

Amint az a 3.1.A &bran lathaté a Gauss tipusi bazisfiiggvények lényegesen eltérd sajatsidgokat
mutatnak a a Slater tipusiuaktél mind az atommag kozelében (r ~ 0) mind az atomtol tavoli
tartomanyokban (nagy r). Az atommag helyén a Gauss fiiggvény derivaltja zér6 mig a Slateré
az exponens &altal meghatarozott nem nulla érték. A magtol tavolodva a Gauss fliggvény joval
gyorsabban lecseng mint a Slater.

Miért hasznalunk mégis Gauss fiiggvényeket?

o Két Gauss fiiggvény szorzata is Gauss fliggvény, ami jelentGsen egyszertsiti elssorban a két-
elektron integrélok szamitéasat. Példaként két s tipusa (I = m = n = 0) Gauss fiiggvény
(g1(a,r — Rq) és ga(B,r — Ra)) szorzatabol kapott Gauss fiiggvény (3.1.B) a kiovetkezd:

g1{a,r —Rq)g2(B,r —R2) = g_a(r—R1)2€—5(1‘—R2)2 — 6_%(111—112)26—(a+ﬂ)(r—R12)2
OéRl - ﬁRz

Ro —
P a+p
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Gauss: 0 derivalt

R Slater: "csucs"

&

Gauss Slater g
12

3.1. abra. A) Két ugyanolyan exponensii Gauss és Slater fiiggvény B) Két s-tipusiu Gauss fiiggvény
szorzata

e Minden integral kiszamolhaté analitikusan vagy visszavezethetd egy numerikusan kénnyen
szamolhatd integrélra

L 2
Fn, (W) = / t2me= W gy
0

e A Slater és Gauss fliggvények kozotti eltérés részben korrigalhaté gy, hogy nem kiilénalld
Gauss fiiggvényeket hasznalunk bazisfliggvényként, hanem tébb kiilénbo6z6 exponensi fligg-
vény rogzitett egyiitthatoju linearis kombinaciéjat, az u.n. kontrahalt Gauss fiiggvényeket.
Egy ilyen kontrakcié kisebb és nagyobb exponenst Gsszetevéket is tartalmaz, amelyek jobban
kozelitik a Slater fiiggvények viselkedését a magtol tavoli illetve kozeli tartomanyokban is.
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4 Az elektronkorrelacié

A molekulik fiiggetlen részecske kozelités segitségével kapott energia sajatallapotai csak kozelitései a
rendszer valédi energia sajatallapotainak. Ennek az az oka, hogy az elektronok kézotti kdlesonhatést
egy atlagolt egyrészecske potencidl segitségével irjuk le a HF moédszerben. Ezzel elhanyagoljuk
az elektronok mozgasa kozotti pillanatnyi kapcsolat, korrelacié egy részét. Ebben a fejezetben a
fliggetlen részecske kozelitésben kapott eredményeink javitdsara szolgaldé modszerekkel ismerkediink
meg.

Mennyire fiiggetlen az elektronok mozgasa a fiiggetlen részecske
kozelitésben? Fermi és Coulomb lyuk.
Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a filiggetlen részecske kozelitésben az elektronok a tobbi elektron

kiatlagolt terében mozognak, kozottiik kdlecsonhatés nincs. Most azt vizsgaljuk meg, hogy mennyire
pontos ez a kijelentés. Ehhez tekintsiink egy kételektronos rendszert.

Kiilonb6z6 spinii elektronok

Az els6 esetben tegyiik fel, hogy a két elektron spinje kiilonbézs. A Pauli elv értelmében ezek az
elektronok lehetnek ugyanazon a térpalyan. A rendszer allapotat leird Slater determinans ekkor

1

Wty (r1,wi, T, wo) = 7 [ (r1) a(w1) ¢ (r2) B (wa) — ¢ (r2) a(w2) ¢ (r1) B (w1)]

- \}590 (r1) 0 (12) [ (w1) B () — v (w2) B (1)

Tudjuk, hogy a koppenhégai értelmezés szerint az elektronok térbeli eloszlasahoz tartozé valszind-
ségi striiség:

1
PN/ (I'l,I'Q) = 2/|\IJT¢ (rl,wl,rg,w2)|2dw1dw2

= 5 0ol [ o) B (@) — ) B (0] diond
=l (r1) ¢ (r2)[*
Annak a val6szintisége, hogy mindkét elektron ugyanabban a dV térfogatban van az r; helyen
Py (r,rp =11) = [ (r1) ¢ (1),

ami nem tiinik el, igy a két kiilonb6z6 spini elektron tetszélegesen kozel keriilhet egymashoz. Valodi
kolcstnhatéds esetében ez nem kiévetkezhet be a Coulomb taszitds miatt. Egy elektron kozelében
a tobbi elektron tartozkodasi valosziniisége lecsokken (és nulldhoz tart, amint ritart ro-héz), az
elektron koriil d.n. Coulomb lyuk alakul ki.
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Azonos spinii elektronok

Vizsgéaljunk most két azonos spinii elektront. A Pauli elv teljesiiléséhez két kiilonb6zs térpalyara
(¢, 1) kell helyezniink az elektronokat. A Slater determinéns

Uty (r1, w1, T, wo) = \}5 [ (r1) a(wr) P (r2) @ (w2) — @ (re) o (wa) 9 (r1) o (w1)]

= \}504 (w1) a(wo) [90 (r1) e (ra) — @ (r2) 9 (1‘1)] )

az ebbdl szarmaztatott tartézkodasi valészintség

1
Py (ry,r2) = 5 / Uit (r1, w1, T2, w2) | dwrdwn = | (r1) 9 (v2) = ¢ (r2) 9 (v1)[”
Az azonos helyen val6 tartézkodas valdszintisége

Py (r1,11) = | (r1) 9 (r1) — ¢ (1) ¥ (r1) [ = 0,

azaz az azonos spinii részecskék nem tartozkodhatnak azonos helyen. Az elektron koriil lecstkken
az azonos spind elektron tartézkodasi valdszintsége, koriilotte u.n. Fermi lyuk alakul ki. A Fermi
lyuk a Pauli elv kdvetkezménye.

Azt mondhatjuk tehat, hogy a fiiggetlen részecske kozelitésben is van kapcsolat, korrelacio az
azonos spind elektronok mozgéasa kozott és csak a kiilonbo6z§ elektronok mozgasa teljesen fiiggetlen.

Coulomb lyuk, Fermi lyuk

A N
1
N |
P(r) pe) |
M :
T T T L R T 0 " 1 1 1 1 1 1
%9 1 2 3 4 5 6 0 1 2
r

4.1. dbra. A szabad (A) és kolesonhato (B) homogén elektrongaz parkorrelacios fliggvénye

Az iménti gondolatmenet aldtamasztasara a szabad homogén elektrongaz péarkorrelacios fiiggvé-
nyét (P) abrazoltuk a 4.1.A abran. A homogenitas miatt a P = P(r), azaz csak az elektront6l mért
tavolsagtol fiigg. A péarkorrelacios fiiggvény az a valdszintiségi siirtiség, ami azt adja meg, hogy egy
elektrontol r tavolsdgban milyen valészintiséggel talalunk elektront. Lathato, hogy az iménti gon-
dolatmenetiinknek megfelel§en, a kiilénb6z§ spind elektronok nem ,érzik” egymas jelentétét, mig az
azonos spintiek tartézkodasi valészintisége lecstkken egymas kozelében.
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Kolesonhato elektrongéz esetében a P (r) modosul megjelenik a Coulomb lyuk is, mint az 4.1.B
a abran lathat6, amit Gori-Giorgi és munkatarsanak (Gori-Giorgi P és Sacchetti F., Phys. Rev. B, 61,
7353, 2000) kozleményébdl idéziink. Ez az abra egy a szerzok altal kidolgozott modell eredményeit mutatja
be egy rogzitett elektronstiriiségl rendszerre.

A molekula teljes energiajanak és hullamfiiggvényének korrelaciés
korrekcidja

Az eloz6 fejezetben lattuk, hogy a Hartree-Fock kozelitésben az elektronok kodlcstnhatésat csak
atlagolva vessziik figyelembe. Fz a tapasztalat szerint oda vezet, hogy a HF elméletbdl kapott ered-
mények jelentdsen eltérnek a kisérleti adatoktol. Ez abbél adodik, hogy az egzakt hullamfiiggvényt
a kozelitd, fliggetlen részecske allapottal helyettesitettiik. A legaltalanosabb megfogalmazas szerint
elektronkorreldcionak nevezziik a kolcsonhatés azon részét, ami a HF kozelitésbél kimaradt. Igy egy
molekula teljes energidjanak elektronlorreldcios korrekcioja (elektronkorreldcids energia) az egzakt
nemrelativisztikus alapallapoti és a HF energia kozotti kiilonbség:

Eyorr = Eegzakt — Egr.
Hasonlé médon a hullamfiiggvény elektronkorrelaciés korrekcidja
\IJkorr = \IJegzakt —VYyp.

Az alabbiakban targyalt modszerek alkalmasak ezen korrekciok kozelitésére.

Tobbtest perturbaciészamitas

Tekintsiink egy N elektronos molekuldt, amelynek Hamilton operatora

N
. . 1 1
H = h - — 4.1
Sh+d ¥ L )
o=l aB,a#p
energia sajatérték egyenlete

H|;) = E; | ;) i=0,1,2,..

Célunk az alapallapot |¥o) és a hozza tartozo energia Ey meghatéarozasa. Probéaljuk alkalmazni
a korabban ismertetett Rayleigh-Schrodinger (RS) perturbéacioszamitast. Az elsé lépés a teljes
Hamilton operator H felosztésa perturbalatlan Hamilton operatorra Hy és perturbéaciora W, ezt
nevezzik particionalasnak. A Hy sajatértékproblémajanak megoldasa

Ho |®;) = & @)
Az RS perturbacioszamitas alapallapoti energiakorrekcioi Ey = &y + D oy E(gi)

B = (0| W |®0) (4.2)

) _ oo 1T BT ey N (R0l W [P3) (4| W | Do)
By = (Bo| WRW |Bo) = 2 :

i=1

(4.3)
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és alapallapot korrekcioi |Wo) = [@o) + >0, ‘\Iféi)> ,

‘\1151)>:RW|<1>0 Z|<1> (I)(S,LVE'%). (4.4)

Mgller-Plesset particionalas

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a H Hamilton operatori rendszer energia sajatérték problémajanak
megoldasat HF kozelitésben. Jel6lje f a Fock operatort, amivel a Hartree-Fock egyenlet

flei) = eiles) i=1,2,3,... (4.5)

Tudjuk, hogy a tetszéleges, N darab egyrészecske allapotbol felépitett ®x Slater determinansok
mind sajatéallapotai a Fock operatorok ) f (o) Osszegének, azaz

S @) oo - [

I;AIO &;

A(p1-on)- (4.6)
—_——

K

Az 6sszegben szerepld Fock operédtorok csak abban kiilénboznek, hogy melyik részecskére hatnak
(av: részecske index). Valasszuk perturbéalatlan Hamilton operatornak a Fock operatorok dsszegét.

ﬁo = Z f (@) (4.7)

ennek alapéllapoti energidja (&) az N legmélyebb egyrészecske energia Gsszege lesz, alapallapota
(|®o)) pedig az ezen energidkhoz tartozé sajatallapotokbol felépitett Slater determinéns, ami egy-
beesik a HF alapallapottal |®¢) = |®gr). A perturbacio a teljes és a perturbélatlan Hamilton

operétor kiillénbsége
( PaZ) j> .
2

W=H—-Hy= —_— = <

S

aFp
A Hamilton operdtornak ezt a felosztasat Mpgller-Plesset particiondldsnak nevezziik. Lathatjuk,
hogy a perturbécié a H-ban szerepld kételektron kolesonhatas potencidljanak és a Hy-ban szerepld
kozelits potencialnak a kiilonbsége (Az egyelektron operatorok a két Hamilton operatorban meg-
egyeznek.)

A perturbaci6é operatoranak ismeretében felirhatjuk az alapallapot RS perturbacidészamitas sze-

rinti energia korrekcidit. Els§ rendben

B0 = (@] W] @) = 5 3" il — X sllia) = —5 3 tidlis).

1,] 1,J 1,J

Ha az els6rendd korrekciét hozzadadjuk a perturbalatlan probléma alapéllapoti energidjahoz
= () (o 1) = (o] ).

éppen a HF alapéallapoti energiat kapjuk. Az elsérendii energiakorrekcio fenti kifejezésébdl az is
lathato, hogy a Fock operatorok 0sszegében szerepls atlagolt elektron-elektron kélcsénhatés varhato
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értéke éppen kétszerese a HF energia elektron-elektron kdlcsénhatasi jarulékidnak.
Az els§ elektronkorrelacios energia jarulékot a masodrendii energia korrekcid adja

“ 2
E® = ‘<@‘;Lwi‘§:>‘ 7

K#0

ahol K az Osszes lehetséges Slater determinanst jeloli. Bontsuk szét az Gsszegzést a @i determi-
nansok gerjesztettségi foka szerint.

(ool om)]" | (oo om)]" | (o] ] omr)]
E(()Q) _ ; e + ; & o + ; s Erm + i
0 0

a vesszok a kiilonbdzsképpen gerjesztett determinansokat jeldli. Az elsg tag eltinik a Brillouin tétel
miatt (a bizonyitas a fejezet végén). A kétszeresnél magasabban gerjesztett tagok eltiinnek a Slater-
Condon szabalyok miatt, igy csak a kétszeresen gerjesztett gerjesztett determindnsok jelennek meg
a masodrendd energia korrekcio kifejezésében.

A Slater determinansokat és a perturbéciot beirva az energia korrekcio:

@ _ EZ [{ab||rs)|? _ EZ (ablrs) (rslab) EZ (ab|rs) (rs|ba)
0 4ab Eq +Ep—Er — &g 2ab €qtEp—Er — €y 2ab €q teEp—Ep — €5
rs rs rs

ahol a, b betoltott r, s virtualis palyat jelol.
Az alapallapoti hullamfliggvény els6rendd korrekcidjat szintén felirhatjuk a RS perturbéciosza-
mitas segitségével
®, ‘W‘ & K>
\I/(l)> _ <— Brn)
‘ 0 Z 50 _EK” | K >

K//

Az elsérendi korrekcioban csak a kétszeresen gerjesztett determinénsok szerepelnek (az E(()2) eseté-
ben latott moédon igazolhato), aminek érdekes kovetkezmeénye van. Tetszbleges egyrészecske operétor
(/1) varhatéértékét kiszamolva az elsérendig korrigalt hullamfiiggvénnyel a legalacsonyabb rendd el
nem tdng korrekcié masodrendd lesz a perturbaciéban.

Aur 2
(0 + 0V || @ + 0} = (@ |4 <1>0>‘+,<<1>0 4| wi) + (wf?
+ (af) |] 9.
Az els6 tag a HF varhatoérték, a masodik és harmadik tag eltiinik a determinans szabalyok miatt.

Az utolso tag adja az els§ perturbacios korrekcidt. Ez a magyardzata annak a tapasztalatnak, hogy
a HF modszer jo eredményeket szolgaltat az egyrészecske tulajdonsigokra (pl dip6l momentum).

A

o)

Megjegyzések:
e A magasabb rendi korrelacios korrekciok kiszémitasa igen bonyolult feladat, mar a képle-
tek felirésa is nehézségekbe itkozik. Ennek egyszerl’isitésére dolgozték ki az 1’1 n. diagram

/////
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érzékeltetni a modszert. A masodrendii energia korrekei6 jarulékait az aldjuk rajzolt diagra-
moknak felelnek meg.

22 _ }Z [(abllrs)|”

0 4ab Eq+Ep—Ep — Eg
1 Z (ablrs) (rslab) 12 (ab|rs) (rs|ba)
-2 — Eatep—€r—€5 2 — Ea + Ep— Er — Eg

rs rs

A méasodrendi energia korrekcidkat reprezentalé Goldstone diagramok

e A Brillouin tétel bizonyitéasa

A Slater-Condon szabdlyok segitségével irjuk fel a Hamilton operator métrixelemét a HF
alapallapot és egy egyszeresen gerjesztett determinans kozott.

<<1>0 (I>Z>:<a‘iz 7"> S (abl|rb) = (a] h+z (b]6) ] <

7

ez éppen a Fock operator matrixeleme egy betdltott és egy virtualis palya kozott, ami nulla.
Ez Brillouin tétel. Bontsuk fel a H-t, Hy és W Osszegére, amibdl:

o (o) - (o) (] ).
| —
0

ahol az els§ tag nulla mivel mindkét allapot a Hy sajatallapota és kiilonbozs egyrészecske
allapotokbél épiilnek fel. Az iménti allitdsunkkal dsszevetve <<1>0 ‘W‘ @K,> — 0-t kapunk,
amit koradbban felhasznéaltunk.
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Konfiguraciés kolcsonhatas médszere (Cl:Configuration Interaction)

Tekintsiink egy N elektronos molekulat, amelynek Hamilton operatora H , energia sajatérték egyen-

lete
H|U;) = E; |¥y) 1=20,1,2,....

Célunk az alapéllapot |Ug) és a hozza tartozo energia Ey meghatarozasa. Tekintsiik egyrészecske
fiiggvények egy ortonormalt rendszerét {|p;)},, ami altalaban (de nem feltétleniil) a HF egyenlet

megoldésaibol all. A tovabbiakban a |¢;)-k a Fock operator sajatallapotait jelentik. Tegyiik fel,
hogy az &llapotok energia szerint rendezettek és a HF alapallapot

[®0) = [PHP) - (4.8)

Az alapallapoti Slater determinansban szerepls betoltott palyakat a, b, c... a kimarado virtualisokat
pedig p,q,r,.. indexszel jeloljiik. Tudjuk, hogy az egyrészecske allapotokhdl felépitett 6sszes Slater
determinans bazist alkot az N elektronos allapottéren, igy minden allapot, |Wy) is kifejthets rajta.
Vezessiink be C?, C‘é’g, ... operatorokat, amelyek a HF Slater determinansban az a,b.... indexd
palyakat a p,q... indextiekre cserélik. Ezzel

[@5) = CE o), [@F]) = CF} [0) ;-

Ha a determinansokat csoportositjuk a gerjesztettségiik szerint a kdvetkezd, kifejtést kapjuk:

N 00
|Wo) = |By) +chpcp|<1>0 > Z PICPT 1B + (4.9)
a=1p=1 b: g=1
N—_——— ~
) Ca

ACi= 1,2,3,... operatorok a HF alapallapotbél elGallitjik az i-szeresen gerjesztett determinén-
sokra vett vetiiletét a |¥y) allapotnak.

N
[To) = @) + Y Ci| D) (4.10)
i1

Helyettesitsiik be a H sajatérték egyenletébe |®g) fenti alakjat:

N N
1+Zé¢ 1+Zé¢
i=1

i=1
majd a kapott egyenletet szorozzuk meg balrél (®g|-lal. A Slater determinansokkal szamolt mat-
rixelemekre vonatkozo6 szabdlyok felhasznélasaval

|Po) = Eo |®o) (4.11)

(Bo| H |®o) + (®o| HCy |Ro) + (@o| HCy |Rg) + ... = Eo(Po|To). (4.12)
Epr =0 1

Az els6 tag éppen a HF energia lesz, a masodik tag a Brillouin tétel miatt eltiinik, a kétszeresnél
magasabban gerjesztett determindnsok szintén nulla jarulékot adnak, amivel

Ekorr =Fky— Epgp = <(I)0| ﬁéZ |(I)O> . (4.13)

Azaz a korrelacios energia kiszamitasdhoz elegendd lenne a Cy-ben szerepld egyiitthatokat ismerni.
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Ezeket sajnos csak a tobbi egyiitthatéval egyiitt lehet meghatarozni.
Ehhez szorozzuk meg a (4.11) egyenletet rendre a kiillonbozsképpen gerjesztet Slater determinan-
sokkal (%] = afaq.afap... | o)

1+ZC

i=1

(oPT- ‘ H |Bg) = |Do) a,b € betdltott,p, q € virtudlis (4.14)

N
1—1—2@'
i=1

~

ab...

a jobb oldalon a <<I>p - ‘—re vonatkozo kifejtési egyiitthatot kapjuk. A bal oldalon azok a matrixele-
mek maradnak meg, amelyekben <(I>p - ‘ t61 legfeljebb két palyaban kiilénb6z6 Slater determinansok
fordulnak el§ a Hamilton operator JObb oldalan. Ezzel az eljarassal egy linedris egyenletrendszert
kapunk a ch, cgb, ... kifejtési egyiitthatokra, amelyet meg kell oldanunk a kivant Cy meghatéarozasa-
hoz.

Az imént leirtakat megfogalmazhatjuk a kovetkezoképpen is. Irjuk fel a H matrixat az egyré-
szecske allapotokbdl felépitett Slater determindnsokbdl all6 bézison. Ez egy ( ) dimenzids matrix
lesz, ahol M az egyrészecske &llapotok szdma, N a betoltott dllapotok szama. Ennek a métrixnak
kell meghataroznunk a legkisebb sajatértékét és a hozza tartozé sajatvektort.

Az allapottér sziikitése: megszakitott Cl sorfejtés

Tegyiik fel, hogy a CI kifejtésiinkben csak a legfeljebb kétszeresen gerjesztett determininsok szere-

pelnek
N oo N o0
[To) = |Do) + DD ch [P+ Y Y If|an). (4.15)

a=1p=1 a,b=1p,q=1

|Wo)-t a Hamilton operator sajétérték egyenletébe helyettesitjiik, amit megszorozva (®o| (®4], (227]
tetszbleges determinansokkal az alabbi egyenleteket kapjuk

Ey = Epr + Z P (Bo| H |@81)

ab,pq
N oo N o]
Boc = (O H |®0) + Y S ch(@r| A |eh) + > > Fi(ar| H o)
:'0 a=1p=1 a,b=1p,q=1

N oo
Eocly = (@ H @) + > Y ch (@05 H |@8) +

a=1 p=1

N 00
D> dplen H|eh). (4.16)

a,b=1p,g=1

Meéret extenzivitas

A molekulafizikai modellek helyességének egyik fontos kritériuma az t.n. méret extenzivitas. Te-
kintsiik a két fiiggetlen részrendszerbol allo rendszert A,B (pl. két téavoli molekula). TLegyen a
Hamilton operatoruk H A, Hp. Alkalmazzuk az egyes részrendszerekre kiilon-kiilén a médszeriinket
és szamitsuk ki az |U 1), |Up) alapallapotokat és a hozzajuk tartozé FE 4, Fp energidkat. Alkalmaz-
zuk a modszert egyilittesen a két nem kdlcsénhato részbdl allo egyesitett rendszerre és szamitsuk ki
a teljes rendszer |¥ 4p) alapallapotét és a hozza tartozo energiat Eap. Mivel a két rendszer kozott

35



nincs kolesonhatés
Esp=FEs+ Ep

valamint a kozos allapot az részrendszerek allapotainak antiszimmetrizalt szorzata kell, hogy legyen

Dap) = AllWa) [05)]. (4.17)

Egy modszert (méret) extenzivnek neveziink, ha az egyes részrendszerekre kiilon-kiilon alkalmazva
kiszamolt teljes energia az egyesitett rendszerre kapott teljes energidval egyezik meg. Ez mésként
fogalmazva azt jelenti hogy, ha a médszer méret extenziv akkor

|Wap) = ‘\ijAB> (4.18)

Vizsgaljuk meg, hogy ez a feltétel teljesiil-e a CI modszerre. Vizsgaljuk el§szor a megszakitott Cl
sor esetét

[T 4) = (1+ Cra+ Caa) |Poa) (4.19)

[Up) = (1+ Cip + C28) |Pop) (4.20)

“T’AB> = (14 Cia+ Cip + CiaCip + Cop + Cop+ (4.21)
C14Cop + CoaCip + CoaCop) |Poan) (4.22)

a kifejezés mésodik sordban taldlhatd operatorok miatt a kifejtésben harom és négyszeres gerjesz-
tések is megjelennek Mig a

Wap) = (1+ Ciap + Coap) |Po4B) (4.23)

csak maximum kétszeres gerjesztéseket tartalmaz. Igy nem teljesiilhet az extenzivitas feltétele.
Az extenzivitds a CI sor megszakitasa miatt sériilt. Abban az esetben, ha nem szakitjuk meg a
CI kifejtést a moédszer méret extenziv lesz.

Csatolt klaszter médszer (CC: Coupled Cluster)

A kétszer gerjesztett konfiguraciés kolesdonhatas modszerénél fellépd méret extenzivitési probléma
abbdl adbdott, hogy a szeparalt részrendszerek allapotainak szorzataként elGallé allapotban ma-
gasabb gerjesztések is el6fordultak, mint mikor a mddszert az egyesitett rendszerre alkalmaztuk.
Ez a probléma nem jelenik meg, ha az allapotot eleve tgy allitjuk els, hogy a gerjesztések Osszes
lehetséges szorzata is eléforduljon benne. Irjuk fel H alapallapotat a kovetkezs alakban

‘\I/O> = eT ’(I)U> 5
ahol a
Tl 72’2
T = Zt a, aq + Zt52a+aaa ap + ..
a<b
p<q

és |®p) a HF alapallapot. Itt felhasznaltuk az a.n. kelts (a™) és eltiintets (a~) operédtorokat
amelyek a sokrészecske elmélet méasod kvantalt formalizmuséanak alapvet szereplsi (1asd Appendix).
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A részletek ismertetése nélkiil a targyalt modszer megértéséhez elegendd annyit tudni, hogy a a; g
operétor par hatésa egy determinéns allapotra annyi hogy a benne szerepl§ a-adik palyat a p-edikre
cseréli. Masként fogalmazva az a-adik palyrél eltiintet a p-edikre kelt egy elektront:

ay aq|Po) = |2F)

AT operéator i-szeresen gerjesztett klaszter operdtornak nevezziik. A CI moédszerhez hasonloan
ez is az allapot kifejtése lesz a Slater determinénsokon. A kiilénbség megértéséhez irjuk ki az
exponencidlis operator néhany tagjat

- 1
=1+T+ =1+ = ..
e +1 + 9 + 30 +
ahol
T= 1T, 1°=) 11 1°=) T1T.,
i iJ ijk
amivel

Foooa o PN . 1 4 o 1. . 1. . .
€T =1+T+ 11T + 15 + ngTlTl + §T2T1 + §T1T2 + T3....
Osszehasonlitva a Cl-beli alapallapot kifejtéssel
i+ Z C;
i

|To) = |®o)

az alabbi megfeleltetést kapjuk:
G, =T
6'2 = T1T1 + Tz
A | P B .
C3 = ngTlTl + §T2T1 + §T1T2 + T3

Irjuk be Tt a sajatérték egyenletébe
el |®g) = EgeT | @) (4.24)
Szorozzuk meg ezt a kifejezést balrol (®l-lal

Epgr 0
AN
Ve ~ Ve

(Dol H |@0) + (@] HT1 |@0) + (@] H (17} +T3) |@0) = Fo,

matrixelemei elttinnek ha, a bal oldali 4llapot ketténél tobb egyrészecske allapotban kiilonbézik a
jobb oldalitol. Az egyenletet atrendezve a korrelacios energiara

Eporr = By — Epp = (®o| H <T1T1 + Tz) |Do)

kifejezést kapjuk. Ebben a kifejezésben a Tg—ben szerepld tﬁz mellett a Tl—beli th egyiitthatok tgtz
szorzatai is szerepelnek.
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Ezek meghatarozasdhoz szorozzuk meg az iménti (4.24) egyenletet rendre a (®fh|, (®F7| stb.
determinansokkal
P PN IS . 1 . . 1. . 1. . .
Eoth = (®P|\H (1+T1 + Th'Th + T + §T1T1T1 + §T2T1 + §T1T2 + T3 | |Po)
Eot?d = (@2 H(A+Ty + T1Ty + T+

1 . . . 1. . 1. . N
§T1T1T1 + §T2T1 + §T1T2 + T3 + 4 X gerjesztett tagok) | )

az egyenletek felirdsanél kihasznaltuk, hogy a kétrészecske operator matrixelemei elttinnek ha a bal
oldali allapot ketténél t6bb egyrészecske allapotban kiilénbézik a jobb oldalitol. A ¢ egyiitthatokra
egy csatolt nemlineéris (!) egyenletrendszert kapunk. Ezek a csatolt klaszter egyenletek.

Az allapottér sziikitése: megszakitott CC sorfejtés

Tegyiik fel, hogy
T=T+1T5,
azaz csak a kétszeresen gerjesztett klaszter operatorokat hagyjuk meg, ez azt jelenti, hogy
Foa P . 14 . s 1 - 1 o
e =1+ + 1T + 1o + §T1T1T1 + §T2T1 + §T1T2 + ..

Az exponencidlis operator kifejezésében most csak a Ty, T» operatorok és ezek szorzatai szere-
pelnek. A teljes CC egyenletek levezetéséhez hasonléan beifrva a H sajatérték egyenletébe és a
kiilonbozéképpen gerjesztett determinansokkal skalarisan szorozva kapjuk az egyszeresen és kétsze-

resen gerjesztett CC egyenleteket (CCSD=CC Single Double), amelyek csak a t5, th] egyiitthatok
szorzatait tartalmazzak, igy ezek az egyenletek is nemlinearisak.
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5 Nem hullamfiiggvény alapi madédszerek

Tekintsiink egy szabad, N elektronos molekulat N, maggal. A Hamilton operator régzitett magok
esetében
H=T+V4+W,

ahol T' a kinetikai energia,

N

1
T = Zl 54,
1=

W az elektron-elektron kélcsonhatés operatora.

- 1
W = —
1,j=1 "
i>7
Va mag-elektron kolcsonhatés
N Np, N N 7
. . — Lig
v (1 v (i) = _.
XN Oy

Ez utobbi operatort a késébbiekben targyalandoé sdrdség funkciondl elméletben kiilsd potencidlnak
szokas nevezni, mivel az elektronok "szempontjabol” a magok tere kiils§ tér. A T es W operatorok
alakja csupan az elektronszamtol fligg, mig a v (i) potencial molekularél-molekulara véltozhat.

A Hamilton operator megadasahoz tehédt ismerniink kell a rendszeriink elektronszamat és a kiilsg
potencialt. A Hamilton operédtor ismeretében meghatarozhatjuk a sajatallapotokat. A sajatalla-
potok ismeretében tetszdsleges O fizikai mennyiség varhatéértéke meghatarozhaté mint az allapot
funkcionalja

O[T] = <xpyo\xp>.

Bonyolultabb rendszerek kvantummechanikai targyaldsanél a f6 problémét a hullamfiiggvény valto-
zoinak nagy szédma okozza. Egy N elektronos rendszer hullamfiiggvénye, |V (r1,wr, ..., 'y, Wy )) Még
rogzitett magok esetében is 4N valtozos. A kovetkezSkben megvizsgaljuk, hogy talalhatunk-e olyan,
kevesebb viltozotol fliggd fliggvényt vagy fliggvényeket, amelyek ismeretében az egy- és kételektron
mennyiségek varhatéértékei elGallithatoak.

Siridiségmatrixok

sr  rr sr sy

Els6rendii redukalt siriiségmatrix, elektron siiriiség

Tekintsiink egy egyelektron fizikai mennyiséget
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ahol x; = (r;,w;) az i-edik részecske tér és spinvaltozojat jeloli. Szamoljuk ki V varhatoérteket egy
|¥ (x1,...,xn)) allapotban.

<\1/\V\\I:> -

N
Z/\I/* (X1, oo Xy ooy XN) V(X)W (X1, Xy ooy XN ) dX1 Xy ooy dX N =

N
Z{/v(x,) [/ U (xl,...,...,xN) ‘I/(xl,...xi,...,xN)dxl,...,de]}x,i:xi dx;
=1

Az utobbi atirast az tette lehet6vé, hogy a U* x; valtozojat x)-re valtoztattuk (lasd a keretben). A
szogletes zardjelben 1évé mennyiség N-szeresét elsdrendd redukdlt sdridségmdtriznak nevezzik.

xz, N/\I/* xl,... ~ .,XN)\I/(xl,...xi,...,XN)dxl,...,de.

Mivel az elektronok megkiilénboztethetetlenek mindegy, hogy melyik x marad ki az integralasbdl,
a g valtozatlan marad. Ezért szokas vg (x, x')-t frni. Ezzel az iménti varhatoérték.

(w|v|w) = Z/ 0 (%0 %,) |y Z/ x)ys (%,%) |y dx = / (s (%, %) |y dx

Ha a v operator spinfiiggetlen v (x) = v (r)

<\IIH7|\I/> = /fu(r)’y (r,r') |_,dr,

ahol
v (r,r') = /'ys (rw,r'w')|,_, dw.

A 7y (r,r) specidlis jelentéssel bir
v(r,r) = N/\Il* (r,wiy e, v, wn) U (r,wi, .y Ty, wh ) dwi, dra, dws, ..., dr N, dwy = p (),

p (r) az elektronsiriség, az integral megadja, hogy az r hely kérnyezetében mekkora valészintiséggel
talalhato elektron, N pedig az elektronok szama.
Vizsgaljuk meg a V' varhatoértékét abban az esetben, mikor v szorzé operétor

<x1;|f/|x1;> - /v(r)’y (r,10') | dr = /'y(r,r') |r,:rv(r)dr:/p(r)v(r)dr

Masodrendii redukalt siiriiségmatrix

Egy kételektron operétor
N
N 1 .
W = 5 Z ’LU(XZ',Xj)
,j=1
i#]
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varhato értéke

<\11|W|\1/> -

5 Z /\II* (X1, Xy Xy ooy X)) W(Xg, X5)

tj=1

R4 (Xl, Xy, e Xy, ...,XN) Xm, ...dXi, ...de, ...,dXN =

j 7...7XN)

U (X1, ..X4, . X, oy XN) dX1, ooy de]}x;:Xi dx;dx;.

! —~c.
X]-—X]

DN | —
WE
——
—
£
B
H
—
s
—
M
]
x\

A szogletes zarojelben 1év6 mennyiség N(N-1)/2-szeresét mdsodrendd redukdlt sdrdségmdtriznak
nevezziik.

N(N+1) [,
Ig (xz,xj,x xj) = (2)/@' (X150 XGy oo Xy ooy XN )W (XD, 00Xy X ooy XN)AX D ooy dX

A varhatoértéket ezzel felirva

2
<‘II|W|\I/ JZ / XZ,XJ NV = 1)Fs (XZ,X],X x]) |inZXi dx;dx; =
’Z;ﬁj A

2
o jzl/ X17X2 N 1)F (X17X2,X11,X12) |x,1:deX1dX2:

- -
i#j e
N ! !
W(x1,x2)ls (%1, X0,x1.%5) | | dxydxyl dx;dx;
X=X xi=x1
XH=x2 XH=X2

Ha az operatorunk nem fiigg a spint6l w(x;, x;) = w(r;, r;) minden i, j-re, akkor bevezetve a
/ / / /
I (ry,ry,r),0h) = /FS (x1,%4,%],x5) |y =y dw1 dwo
wa=wh

spinfiiggetlen siirtiség matrixot a varhaté érték
<\IJ|W|\P> = /w(rl,rg)F (r1,19,r0,15) | drydry
alaku lesz.

Megjegyzés:. A masodrendd stirtiségmatrixboél szarmaztathatod az elsérendti:

Y (1'1, rll) = /F (1'1, r2ar17r2) |r dr

9=Tr2
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Ezek alapjan egy spinfiiggetlen Hamilton operator varhato értéke felirhaté a harom valtozds p, a
hat valtozos « elsérendii és a 12(6) valtozos T' méasodrendii stirtisegmatrixok segitségével. Az energia
varhatéértéke egy N elektronos rendszer W allapotaban

I (1'17 Iy, Iy 7r2)

(V|H|T) = —;/Arfy (r,r') \rr/dr—l—/v(r)p(r)dr—l—/ drydry

12

A T variaciés meghatarozasa, N reprezentalhatésagi probléma

Egy atom vagy molekula energiajat egy |V (r1, w1, ..., *n, wy)) dllapotban felirhatjuk a T (ry, ry,rf,rh)
ismeretében (a 7 és p elGéllithato [-bol). Keézenfekvs az 6tlet, hogy az energia I' szerinti varialasa-
val hatarozzuk meg az alapallapothoz tartoz6 redukalt stirtiségmétrixot. Ez sajnos kozvetleniil nem
mukddik, mert nem minden 12 valtozos fiiggvény lehet masodrendd redukalt striségmatrix. Csak
azok johetnek szoba amelyek a fent latott definicio szerint hullamfiiggvénybdl elgallithatok (N rep-
rezentalhatok). De ha ezt a feltételt kozvetleniil alkalmazzuk akkor nem csokkentettiik a valtozok
szamét. Ezért valamilyen més forméban kell szikiteniink a varidciészamitasnal hasznalt fiiggvények
korét. Szamos matematikai feltételt ismeriink a [' tulajdonsigaira vonatkozéan, am egyelére nem
tudjunk pontosan megadni, hogy milyen matematikai megszoritast jelent az N reprezentalhatosag a
I' alakjara nézve. A nehézségek ellenére szamos igéretes eredmény sziiletett az utébbi idében ezen
a tertileten (Contracted Schrodinger Equation, Density Matrix Functional Theory).

42



A siiriiségfunkcional elmélet (DFT: Density Functional Theory)

A Hohenberg-Kohn tételek

Felvet&dik a kérdés, hogy lehet-e tovabb redukalni a valtozok szamat és felallithatunk-e egy olyan
modellt, ahol a 4N valtozos hullamfiiggvény helyett a minddssze harom véltozos siirtiség segitségével
adhatjuk meg a rendszeriinket jellemz6 fizikai mennyiségek varhatoértekeit O [p]. Ehhez azt kellene
belatnunk, hogy az allapotok és a stirtiségek kozott kolesonosen egyértelmi a kapcesolat, hiszen ekkor

O[¥] = Olpu]

is kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés lenne.
Sajnos teljes altalanossigban nem tudjuk bebizonyitani az iménti allitist. Egy N elektronos
rendszer alapallapotara vonatkozoan viszont kovetkezik Hohenberg és Kohn elss tételébsl (1964).

I. Hohenberg-Kohn tétel

Tekintsiink egy N elektronos rendszert, rogzitett v kiilsg potenciallal. Tegyiik fel, hogy a rendszer
alapallapota nem degeneralt.

[. HK tétel: A p(r) alapdllapoti elektronsiriiség eqy additiv dllands erejéig kélcsondsen eqyér-
telmd kapcsolatban van a v (r) kilsd potencidllal.

Bizonyitas: A tételt csak nem degeneralt alapallapotra bizonyitjuk. Legyen {V'} az &sszes le-
hetséges v (r) kiilsé potencidlokbol kapott V/ (: Zij\;lv (i))—k halmaza (V € {V}), V az &sszes
legfeljebb konstansban kiilénb6z6 potencialt jeloli. Legyen {¥} a V-vel felépitett Hamilton opera-
torok alapallapotainak (¥) halmaza (¥ € {¥}). Legyen tovabba a {p} a {¥} elemeibdl az el6z6
fejezetben latott modon felépitett elektronstrtiségek (p (r)) halmaza. Jelolje A a {V}-bo6l {¥}-be,
B a {U}-bdl {p}-ba vivs leképezéseket a kovetkezd dbréan lathaté modon.

A2t S R

Tételiinket agy is megfogalmazhatjuk, hogy bizonyitand6, hogy a C = B A leképezés kdlcséndsen
egyértelmi azaz invertalhato. Ez tgy lathato be, hogy megmutatjuk, hogy A és B is kdlcstndsen
egyértelmd.

1. A kolcsondsen egyértelmii:
Tegyiik fel, hogy létezik V és V' amelyekre AV = AV’ = U. Ekkor a ¥ a {¥} definici6ja
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miatt a V és V'-vel felépitett Hamilton operatorok alapéllapota is. Ebbdl kovetkezik, hogy
(T+W4+V)|¥)=FE|D)
(T+W+V')|¥) =E'|T)
kivonva a masodik egyenletet az els6bsl
(V=V)w) = (E-E) ),
amibdl, kihasznalva, hogy V — V' szorzo6 operator V. = V' + dllandé kovetkezik azaz V = V.

2. B kolcsonosen egyértelmt (indirekt bizonyitas):
Tegyiik fel, hogy van két kiilonbo6z6 alapallapot (|¥) és |P')), amire

B|U) =p, és B|¥') =p.

Az imént bebizonyitottuk, hogy |¥)-hez és |U')-hoz is kilcsonosen egyértelmien tartozik egy
V illetve V'. Trjuk fel a V-t tartalmaz6 Hamilton operator H = T + W + V alapallapoti
energiadjat

Balap = (U T+ W +V|U) <V [T+ W + V[ ¥') = (¥ |H -V + V| V)

= (V' |H'+V -V'|¥) = E,,, — (¥ |V -V|¥V) =E,,,, — / (v(r) =o' (r)) p(r)dr

A hatarozott egyenlGtlenség abbol adodik, hogy |¥') nem lehet H alapallapota mivel feltettiik,
hogy |¥) nem-degeneralt. Hasonl6 modon

Bltay < Butop — [ (0 (5) = 0(6)) p ()

Osszeadva a kapott két egyenlGtlenséget Fgjqp + E;lap < Ealap + E&lap.

tunk azaz |¥)=|U'). Ezzel bebizonyitottuk a tételiinket.

Ellentmondasra jutot-

Megjegyzés:

e A bizonyitasban kihasznaltuk az alapéllapoti energia minimalis voltat, igy a bizony{tas nem
miikddik nem-alapallapotra.

e Tudjuk, hogy egy O fizikai mennyiség varhaté értéke az alapallapotban felirhaté mint ¥ funk-
cionalja (U |0O|¥) = O[¥]. A B invertalhatosaga miatt O[¥] = O [py], azaz egy fizikai
mennyiség varhatoértéke az alapallapotban megadhaté mint az alapallapoti stirtiség funkcio-
nalja. Speciélisan a Hamilton operator esetében

(V[H[Y) = Elpy] =T [pu] + W [py] + V [py]

Il. Hohenberg-Kohn tétel:

Vegyiink egy V kiils6 potencialt. Legyen Ej a hozza tartozo alapallapoti energia, | W) az alapéllapot
és po az alapallapoti elektronstirtség. Ey = E [po] .
I1. HK tétel: Tetszbleges p(r) € {p} stirtiségre

E [p] > E [po]
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Bizonyitas:
A B invertalhatosiga miatt tetszéleges p strtiséghez kélcsonidsen egyértelmiden tartozik egy W,
amire

Elp] = E[V] = (V[H|T) = (Vo |[H| Vo) = E[To] = Epo]

Megjegyzés:

e Ez a tétel azt jelenti, hogy az alapallapoti stirtiség meghatarozhat6 az E [p] energia funkcionél
p szerinti varialasaval.

e A tétel bizonyitasaban kihasznaltuk, hogy p(r) € {p}, azaz a variiciot csak olyan stirtsé-
geken végezhetjiik, amiket kiils6 potencialbol szarmaztattunk (v-reprezentalhaté strtiségek).
Hogy ez milyen matematikai feltételeket ré a stirtiségre nem tudjuk. Azonban a HK tétel
kiterjeszthets olyan stirtiségekre, amelyek antiszimmetrikus hullamfiiggvényekbdl szarmaztat-
hatoak (N-reprezentalhatoak). Ezt a fuggvények széles kore teljesiti és matematikailag is
konnyen megfogalmazhat6. Egy stirtiség N-reprezentalhaté, ha

p0)20. [p)ds =N

JANGE

2
dr < oo.

A Kohn-Sham egyenlet
A siir(iségre vonatkozé Euler egyenlet

A miasodik HK tétel miatt az
Elpl =T [p] + W [p] + V [p]

funkcionél varialasadval megkaphatjuk az alapéllapoti energiat és striiséget. Figyelembe kell ven-
niink a p-ra vonatkozd mellékfeltételeket is. A levezetést spinmentes esetre végezziik, de konnyen

2
dr < oo tel-

1
altalanosithatjuk spinnel rendelkezére is. Feltéve, hogy a pozitivitas és a [ ‘Vp (r)z

jesiil, mellékfeltételként csupén az [ p(r) dr = N marad, amit a Lagrange multiplikdtoros modszer
segitségével vesziink figyelembe. Az

=T+ Wi+ [ @@ [ )i}

funkcional méar szabadon varidlhato. A szélsGérték feltétele

o0&
M:Q
op
ami részletesebben kiirva a ST e
ML+ M—Hdﬂ—MZO

dp op
egyenletre vezet. A probléma az, hogy bar tudjuk, hogy a kinetikai (7" [p]) és az elektron-elektron
kolesonhatési energia (W [p]) is felirhato a p funkcionéljaként, alakjuk nem ismert, igy a funkcionalis
derivalast sem tudjuk elvégezni. Fz azt jelenti, hogy ebben az alakban az egyenlet nem hasznalhaté.
W Kohn és L.J. Sham (1965) (a fiiggetlen részecske, Hartree-Fock egyenletek analogidja alapjan)
a gyakorlatban alkalmazhaté alakra irta 4t a fenti egyenletet. Ahhoz, hogy lassuk az atiras okait,
vizsgaljuk meg, hogy hogyan néz ki egy fiiggetlen részecske rendszerre az energia funkcional.
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Fiiggetlen részecske rendszer

Egy nem-koélcsénhaté rendszer Hamilton operitora

N
Ay,
Hyg = Z hnk(ri), hyi(r) = —% +v(ry) + on g (r;).
i=1
alaka, ahol —AQ'“ L a kinetikai energia, v(r;) a kiils6 potencial, vy (r;) pedig az atlagolt elektron-
elektron kolcsénhatéds. A teljes Hamilton operator sajatallapota felirhatoé Slater determinans alak-
ban:

¥ =

! det ((pl(pQ...(pN)
VNI
A determinansban 1év6 egy-elektron édllapotok a hygw; = €;p; egyenlet megoldésai, az elektron
stirdség pedig
N
p(r) = N/‘Il* (rywi,..,rn,wn) ¥ (r,wr, ..., ry,wy) dwi, dro...,dry, doy = Z(p;‘(r)tpi(r),
i=1

alaka lesz. A Hyyx Hamilton operator varhato értékét a W determinéans allapotban kiszamolva

Enk [pl =Tni[pl +V o] + VNk [p] =

(0] Hy g |0) = i [ it (—ﬁ) pite)des [ o vyt [ @ v (r)dr

Azaz a potencialis energia funkcionédlok alakja itt ismert amennyiben a vyg ismert. A kinetikai
energia itt sem irhato fel mint a p funkcionalja de kifejezhets az egy-részecske allapotokkal. Az
alapéllapoti stirtiségre vonatkozo6 egyenlet a p-ra kirott [ p(r)dr = N feltétel figyelembe vételével:

TNk [p]

5p +v(r)+oyg (r) —p =0,

ahol p Lagrange multiplikator.

Kohn-Sham egyenlet szarmaztatasa

Irjuk at a funkcionalunkat a kévetkezé modon:
Elp] =Tk [p] + Vol + W ol + T [p] = Tk [p]-
Ez megegyezik a fiiggetlen rendszer funcionaljaval, ha
Vi [pl =W o]+ T [p] = Tk [p]-

Ennek a funkcionalnak az alakja tovabbra sem ismert. A strtiségfunkcional elméleti kutatasok célja
éppen az volt és még ma is az, hogy ez az alakot felderitsék. Az egyszertiség kedvéért szokis a
VN -ban szereplé W [p]-bél levélasztani az ismert alaka Coulomb tagot

1 r r
WCoul [P] = 5 / 7P( 121/2)( Q)drldrg,

46



amivel
Vi [p] = Weou [p] + W lpl = Weou [p] + T [p] — Tk [p].

-~

Wkklp]

Itt a kapcsos zarojel feletti tagokat (W [p]) kicserélgdési-korrelacios energianak nevezziik. Ezzel
az energia funkciondlunk

Elp] = Trx [p] + Vol + Weoou [0l + Wik [p] -
A [p(r)dr = N kényszer alkalmazasaval a

o7 OWeou oW
v lp] el | KK[P]JFU(I,)_M:O
op dp op

Euler egyenletet kapjuk. A méasodik funkcionélis derivalast mar el tudjuk végezni

IWeoul [P] _ /
op

/
p(r) dI‘I,
v — 1’|

de a maradék kettst tovabbra sem. Vezessiik be a

_ Wkk [p]
VKK = Ty

jelolést és tegyiik fel, hogy a vk (r) alakja ismert (ez a kutatasok celja). Ekkor csupan a Tng
maradt. Ez mint a p funkcionélja ugyan nem ismert de a fliggetlen részecske palydk segitségével
kiszamolhato.

Mar lattuk, hogy a fiiggetlen részecske rendszer stirtsége felirhato

N
p=>_ ¢ipi
1=1

alakban. Ezzel az E [p] energia funkcional atirhato a ¢; i = 1,2,..., N egy-részecske fiiggvények
funkcionéljava E [p1, ..., on]. Ennek az a legfébb el6nye, hogy a ¢-k segitségével fel tudjuk irni a
kinetikai energia funkcional alakjat. A stirtségre szabott mellékfeltétel teljesiil, ha megkoveteljiik az
egy-részecske allapotok ortonormaltsagat. Igy a HF modszernél latott modon az alabbi funkcionalt
kapjuk:

Elpl = Ep1, -, oN]

al A 1 1
=3 [ (=5 ) wrey X 6 @00 - (12 1) drves +
i=1 ;

1,j=1
N N N
Z/U@f@idr+Z/UKK<Pf<Pz‘dr— Z Eij (/ @f@z’dr—&'j) ;
i1 i—1 ig—1

amibdl az egy-elektron palyak varidlasaval a HF egyenletek levezetéséhez hasonlé moédon a

N

¢ (r2) pj (r2)

A+ / %dm +v(r1) +okk (1) o @i (r1) = eipi (r1)
j=1

Kohn-Sham egyenleteket kapjuk. A kapcsos zardjelben szerepld mennyiség a Kohn-Sham operé-
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tor, amely maga is fiigg a meghatarozandé egy-elektron palyaktol. Az egyenlet a HF egyenlethez
hasonléan az dnkonzisztens tér (SCF) néven ismert iteracios eljarassal oldhaté meg.
Kicserél6dési-korrelaciés funkcionalok

Az egyenletben szereplé Wi kicserélgdési-korrelacios funkcional pontos alakja nem ismert igy a
vr K (r1)-é sem ;| sok kozelitése létezik. Ttt most csak csak néhanyat emlitiink:

e A szabad elektrogézra kapott kicserélédési potencial az t.n. X, potencialt (Slater, Gaspar),
ahol vg g ~ p% Wik ~ p%.

e A Wik = Wgkik(p, Vp) alaka a.n. gradiens korrigalt funkcionalok (GGA:Generalized Gra-
dient Approach).

//////

keverésébdl kapott d.n. hibrid funkcionalok.
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6 Kétatomos molekuldk elektronszerkezete

Altalanos eset: heteronuklearis kétatomos molekula (pl. CO)

A B

Szimmetria csoport Coey: I, Cyp, o0y. [H,Cyp] = 0, [H,0,] = 0. A Cy-hez tartoz6 megmarado
mennyiség az L, ([H,L,] =0), az impulzus momentum (L) molekula tengely irdnya komponense.
Az L? és az L mésik két komponense nem megmaradoé.

Legyen a molekula Hamilton operatoranak sajatérték egyenlete

H® = Ed.
L, és H felcserélhetségébdl kovetkezik, hogy a két operatornak van kozos sajatfiiggvény rendszere.
L,o=M®, M=0,£1,42,...,
ezt {rjuk at a kovetkezd alakba
L,®=+AP, A= |M|=0,1,2,...

Hogy ennek a jelolésnek értelmet adjunk, vizsgaljuk meg az L,(= [r x p],) sajatallapotok viselke-
dését a o, tiikrozés hatiasara. Az egyszeriiség kedvéért valasszunk egy specialis tiikorsikot o, = 0.
Induljunk ki a

L,o=+Ad
N
d 0
—i(Thy— — Yk )@= +AD
—1 8yk 8xk

sajatérték egyenletbdl, ahol N a molekula elektronjainak szdma. Hattassuk mindkét oldalra a oy,
operatort, ami ellentétesre valtoztatja az y koordinata elgjelét:

N
0 0
> =i |zha—— = (~y) 5 |00 ® = +A0, D,
£ [ “om o,

—L

z
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amivel
L,(04,®) = —A(0.P).

Azaz a 0, (altalanos esetben a o,) az L, A-hoz tartozo két sajatallapotat egymasba viszi. Ez két
allapot a H-nak kétszeresen degeneralt sajatértékhez tartozé sajatallapota, hiszen

ou/ HO) = Edy
oy H®pN = Eo, Py
H(oy®p) = E(0y,Pa)
—— N——
O, O,
H® p, =E® 4.

A molekula allapotait a A sajatértékekkel cimkézziik

A: 0 1 2 3
¥ I A o

Kiils6 tér jelenlétében vagy a molekula forgasaval vald csatoldas miatt a A szerinti degenericid
felhasad (A doubling).

Térjiink vissza a A = 0 (X) éallapothoz, aminek nincs ellentétes eljelii parja. Vizsgaljuk meg,
hogyan viselkedik ez az allapot a o, tiikrozés hatasara. Hasznéljuk ki, hogy a H A = 0-hoz tartozé
altere egydimenzids és a .o, invariansan hagyja, tovdbba hogy o2 = 1. Ebbél

2 2
0,Pr=0 = 5" Ppr=g = Pr=g

ahonnan s = £1. Azaz egy 3 édllapot a molekula tengelyt tartalmazoé tiikor sikra térténd tiikrozés
hataséra vagy véltozatlan marad (X1 allapot) vagy elGjelet valt (X~ allapot).

Ha a molekulat felépitd két atom azonos (homonukledris kétatomos molekula), akkor hdrom tijabb
szimmetriamivelet jelenik meg. A molekula szimmetriacsoportja a Doy (1, Cyp, 04,1%,1C,, 0i0y) lesz,
ahol 7 a molekula atomjait &sszekots szakasz felezGpontjara vonatkozo inverzié operatora. Mivel i2 =
1 az energia sajatallapotok ennek a szimmetriamtveletnek a hatasara legfeljebb eljelet valthatnak.

1P=9o paros gerade  pl X4, 11,
1® = —® paratlan ungerade pl Xy

Ezek alapjan a kétatomos molekula allapotat a hozza tartozd A-nak megfelel§ nagy gordg betdvel
jeloljiik, a bal f6ls6 sarokba irjuk a multiplicitast, a jobb als6ba pedig a paritast jelol§ u vagy g
betfit:
2541
Ap.

¥ 4llapot esetén ehhez jarul még a jobb f6ls6 sarokba irt +/— is.
Megjegyzés: Fiiggetlen részecske kozelités esetén az egyrészecske filiggvényeket hasonlé médon
cimkeézhetjiik, azzal a kiilénbséggel, hogy kis gorog bettiket hasznalunk

Kivalasztasi szabalyok

Az elektronatmenetekre vonatkozo kivalasztasi szabalyokat a

integral segitségével hatarozhatjuk meg. Ahol az ¢ a kiindulo, f a végéallapotot jelenti az dtmenet
esetén.
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Azonos magt kétatomos molekuldkra:

A —Ap=0,%£1
Yt — 3T, YT — Y7  megengedett
Yt 27,8 — 3t tiltott
g —u, u—¢g: megengedett
g—rg, u—u: tiltott

A kivalasztasi szabélyok szarmaztatasanal kihasznaltuk, hogy p molekulatengely iranya, igy a o,
valtozatlanul hagyja, valamint, hogy u az inverzié hatasara elGjelet valt. Heteronuklearis kétatomos
molekuldk esetén ugyanezek a kivalasztasi szabalyok az inverzibhoz kapcsolédok kivételével.
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7 A kémiai kotés eredete: virial tétel!

Probléma felvetés

Ha egy molekula atommagjai koézotti tavolsag csokken, akkor a koézottilk fellépd elektrosztatikus
taszitashoz tartoz6 energia ng. Ugyanez igaz az elektronokra is. A mag-elektron vonzés energidja
csOkken, ha az elektronok kozelebb keriilnek a magokhoz. A molekula teljes energidjahoz hozzajarul
még a kinetikai energia is, aminek valtozasat nem ismerjiik. A teljes energiarél ugyanakkor tudjuk,
hogy mélyebb lesz mikézben egy molekula kialakul. A kovetkezékben azt vizsgaljuk meg, hogy ez
az energia mélyiilés hogyan tevédik 6ssze a kinetiai és potencialis energia valtozasdbol.

Néhany hasznos tétel

A homogén fiiggvényekre vonatkozé6 Euler tétel

Egy n-valtozos f(x1,xs, .., zy) fliggvény homogén és homogenitasanak foka s, ha teljesiil rd, hogy
FQz1, Aza, s Axy) = A f(x1, 29, .., 2p). (7.1)

Példa:

e A 3D harmonikus oszcillator potencidlja

1
Viz,y,2) = gmw2 ((II2 + y2 + zg)

homogén, a homogenités foka 2.
e A két toltott részecske elektrosztatikus kolcsonhatasat leiré Coulomb potenciél

da4p _ Gaqb
Tab  /(Ta — 20)% + (Yo — 1) + (2a — 20)?

-1-ed fokt homogén figgvény.

Tétel: Az f(z1,z2,..,2,) s-ed foka homogén fliggvény kielégiti az alabbi Osszefiiggést

Bizonyitas:
A homogeén fiiggvény (7.1) definiciojanak mindkét oldalat differencialjuk A szerint. A bal oldal

0 "L Of (A1, AT, ., An) OAE; "L Of (A1, Az, .y Azy)
—f(Qx1, Axzg, .., A = - .
gad AsLAe2, o Adn) z; ONT; B z}"” O\ ’

!Bz a fejezet Cohen-Tannoudji C., Diu B., Laloe F. Quantum mechanics, cimii konyvének megfelels fejezete alapjan
késziilt
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a jobb oldal

0
a)\sf(wl, Xy eey Tp) = s)\s_lf(wl, Ty eey Ty )-

A = l-et helyettesitve az utolso két kifejezésbdl kapjuk a tételt.

Hellman-Feynman tétel

Legyen H(X) a valos A paramétertd] fiiggé Hamilton operator, amelynek normalt sajatéllapota
|1h(N)), a hozzé tartozo sajatérték pedig F(N):

HQA) [9(A) = EX) |4 (M) (7.2)
(PN p(A) =1

Tétel:

Bizonyitds:
H()\) sajétértéek egyenletébdl

amit A szerint derivalva

LY <¢(A) ‘dfy)‘ 1/)(>\)> " [ddA <¢(A)\] HO) [$O)) + (00| HO) [ddA rw))] .

EMNON B

Ahol felhasznaltuk a Hamilton operator (7.2) sajatérték egyenletét.

5700 = (oo |2 o )+ By { [ 5 ool ooy + won [ 5 | |-

A kapcsos zérojelben 16v mennyiség éppen & (1h(A)] (X)), ami a [())) normaltsiga miatt zéro,

igy kapjuk a tétel allitasat.
A [H, A] kommutator varhatéértéke a H sajatallapotan

Legyen |1¢) az 6nadjungalt H operator £ sajatértékhez tartozo, normalt sajatallapota. Ekkor tet-
sz6leges A operatorra:

(| [H, A]|$p) = 0. (7.3)
A bizonyitas egyszertien:
(Y| HA — AH ) = E (| A|¢p) — E ([ Aly) = 0,

ahol kihasznaltuk a H |¢)) = F |¢) Osszefiiggést.

A virial tétel molekulakra
Molekula potencialis energia operatora

Tekintsiink egy molekulat, ami N elektront és M atommagot tartalmaz. Az elektronok koordinatait
jelolje ry, i = 1,.., N (6sszefoglalo jelolésként index nélkiili r -t fogunk hasznélni az Gsszes elektron
koordinata jelolésére). Az atommagok koordinétéit jelolje Ry, ¢ = 1,..M (réviden R). A molekula
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elektron Hamilton operatordnak sajatérték egyenlete, amint azt a Born-Oppenheimer kozelitésnél
lattuk

H(R)[¢(R)) = E(R)[y(R)). (7.4)

Az itt szerepls H (R) és |1 (R)) az elektronkoordinatak fiiggvénye (amit explicit médon nem jelez-
tiink az egyenletben) de paraméterként tartalmazza az R magkoordinatakat (ezt explicit modon is
feltiintettiik). Az elektron Hamilton operator alakja

H(R)=T.+V(R),

ahol T, = S

=1 2m
V(R) = Vee + Vne(R) + Vnn(R)

pedig a molekula részecskéi kdzotti Coulomb kélesénhatas potencialis energia operatora, aminek tag-
jai az elektron-elektron (V,.), mag-elektron (Vj,.) és a mag-mag kolcsonhatas. A V(r,R) Coulomb
potencidl 1évén, -1-ed fokd homogén fiiggvény, igy alkalmazhatjuk ra az Euler tételt:

N M
Y ViV + Y RV =V, (7.5)
=1 a=1

ahol V; az elektron, V, a magkoordinatakra hato gradiens operétor.

A virial tétel

Alkalmazzuk a (7.3) Osszefliggést a molekula Hamilton operatorara és az elektronkoordinatak és
impulzusok (p;) szorzatabol felépitett

N
A=>"rip;
i=1

operatorra. Ehhez szamoljuk ki a [H, A] kommutatort.

N
H,> ripi
i=1

N 2
=iny {—ITZ + riViV} (7.6)

N
=>" > A{lH, il pia + i [H, pial}

i=1 a=z,y,z

A masodik egyenl@ségnél az operdtorszorzat kommutatoranak kiszamitésara vonatkozod szabélyt
hasznéltuk. Az utolséd kifejezés levezetéséhez pedig az alabbiakat:

e A [H,ri] kommutator

N
[H7 Tia] = ee;'rza Z Z [pjﬁ i ] Z Z a chp?/@’]

j=1B=my =1 pay.
pza
1 B=z,y,z m
j= Y, thég0ij ihda gdij
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e A [H,pj,] kommutator
ov

[Hu pia] = [Kpia] =ih

Oria
A 2
A (7.6)-ban szerepls le % tag éppen az elektron kinetikai energia operator —2-szerese, igy
N
[H, A] = ik {—2T€e +>° riViV}
i=1

A (7.5) Osszefliggeés alapjan a [H, A] kommutétor kifejtésének utols6 tagja

N M
Y ViV =-V-> R,V.V,
=1 a=1

amit az el6z6 egyenletbe helyettesitve

M
[H, A] =il {—ZTee —V - ZRGVGV} :

a=1

(7.3) szerint ennek a kommutatornak zérd a H tetsz6leges sajatallapotan szamolt varhatoértéke,
amibdl

M
2(Tee) + (V) = =Y Ra(VaV).
a=1
Kihasznalva, hogy H-ban csak a V fiigg a magkoordinataktol, a jobb oldalon V' -t H-ra cserélhetjiik
M
2(Toe) + (V) = =Y Rq (VoH),
a=1
amibdl a Hellman-Feynman tétel alkalmazasaval kapjuk a molekuldkra vonatkozo6 virial tételt
M
2 <Tee> + <V> == Z RavaE(R)'
a=1
Felhasznélva, hogy (Tee) + (V) = E(R) kaphatjuk a tétel mas alakjait

M
<Tee> = _E(R) - Z RavaE(R)a
a=1

M
(V) =2B(R)+ > R.V.E(R). (7.7)
a=1

Azaz kiszamolhatjuk egy molekula kinetiai vagy potencialis energidjanak varhatéértékét, ha ismer-
jik a molekula teljes energiajat egy adott elektron allapotban, mint a magkoordinatik fiiggvényét.
A kémiai kotés kialakulasat kisérs energiavaltozasok

A virial tétel segitségével vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a kinetikai és potenciélis energia mikézben
végtelen tavoli atomokbol sszedll egy molekula. Ehhez szamoljuk ki (7.7) felhasznalaséval a (T.)
és (V) energia varhatoértékeket a nemkodlcsonhaté atomjaira bontott molekuldra. Hasznaljuk fel,
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hogy ebben az esetben az energia nem fiigg a magok tavolsagatol, igy a magkoordinatak szerinti
derivalt nulla lesz.

<Tee>oo = —F(o0)
(V) = 2B(c0)

Szamoljuk ki ezeket a varhatoértékeket a molekula egyensulyi allapotdban (Ry) is. Az egyensulyi
allapot energia minimum, igy az enegia gradiens itt is elttinik, azaz

<T66>0 _E(RO)
(V)o = 2E(Ro).

Ebbél a molekula kialakulasat kisérd energia valtozasok

AT = <Tee>0 - <Tee>oo = FE(c0) — E(Rg) >0
AV = (V)y — (V). = —2(E(s0) — E(Rq)) < 0.

o0

Azaz a molekula kialakuldsakor a kinetikai energia né, ugyanakkor a potencidlis energia kétszer
ennyivel csokken
AV = 2AT.

Ez 6sszenergia csokkenéshez, azaz stabil molekulaszerkezet kialakuldsdhoz vezet.

Egyszerii példa: hidrogén molekula

A H, molekula geometridja jellemezhets egyetlen valtozoval, a két atommag R tavolsagaval. Igy
az E(R) egyvaltozos fliggvény lesz, az energia gradiens pedig egyszerti R-szerinti derivalt. A virial
tétel alakja igy leegyszertisodik

dE(R)
(Tee) = —E(R) — RWa
v) = 28(5) + B

Ewa-mom
o
= | e
.rﬁf
===

I 1 I I I
0 50 100 150 200 28] 300 350 400
Internuclear separation (prm)

A hidrogén molekula kinetikai, potencialis és teljes energiaja
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a magtavolsag (R) fiiggvényében (F. Rioux, Chem. Educator 2003, 8, 13)
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8 Appendix

Operatorok Slater determinansok kozotti matrixelemei

Ebben a fejezetben az egy- és kételektron operatorok métrix elemeit szamoljuk ki Slater determi-
nansok kozott.
Tekintslink egy fiiggetlen N elektron rendszert, amelynek Hamilton operatora

ﬁ:Zh(z’)

alaki. Lattuk, hogy ebben az esetben a H-nak a Pauli elvet is kielégité sajatallapota a h(7)
ortonormalt sajatfliggvényeib6l (1 1Po...) allé Slater determinans

1
VNI

A determinansban tetszéleges N fliggvény lehet. Valasszunk ki az 6sszes lehetséges fiiggvény koziil
N darabot. Ezeket fogjuk referencia allapotoknak nevezni. A szamoldsokban rendszerint azt az
N egyrészecske allapotot valasztjik, ami a legmélyebb N elektron energiat adja. Cseréljiink ki a
referencia allapotok kozill egyet egy nem referencia allapotra. Az igy kapott Slater determinénst

U det [1h1 (x1) 2 (x2) - 4hi (xi) .- w (%))

egyszeresen gerjesztett,

W= L det [y (x1) 2 (x2) g (1) o (x)

C VNI

ha két referencia dllapotot cseréliink ki akkor kétszeresen gerjesztett determinansnak

det

J

%

Lot g (se0) i (3x2) o (1) By (37) oty ()

VN!

det

ab __

stb. nevezziik.

A kovetkezokben egy- és kételektron operatorok méatrixelemeit szamitjuk ki Slater determinansok
kozott.
Atfedési integralok

1. Két Slater determinans skalar szorzata

(W) w) =1 (8.1)

1 , .
(| W) = N'/Z (=1)P Py (31 (x1) b2 (x2) --hwv (xn)) (8.2)
D (1) Py (1 (31) tha (x2) -ty (xnv)) dx1...dxy (8.3)

B
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Ha két olyan n-szeres fiiggvényszorzat integraljat szamoljuk amelyikben az argumentumok kii-
16nbéznek akkor az egyrészecske fliggvények ortogonalitdsa miatt nullat kapunk. Amennyiben
a szozatban szerepld azonos fiiggvények argumentumai is megegyeznek az integral egyet ad.

= % > (= (—1)7”“/Pa (!% (x0)[? |2 (x2)[* ... 9o (XN)y2) dx..dxy = (8.4)
e . y
= V=1 (8.5)

2. Kilonb6z6 determinénsok

(] w8 =0 (8.6)
(V| \If?f;?::> =0 (8.7)

Egyelektron operatorok

Egyelektron operatorok
N
O1=) h(m) (88)
m=1

matrixelemeit szamoljuk ki ebben a szakaszban egyméshoz viszonyitva gerjesztetlen, egyszeresen és
tObbszorosen gerjesztett Slater determindnsok kozott

1. N N
(w]on|w) =3 [ v 6 s () dx = Y (] ) (59)
=1 =1
2.
(v ‘Ol‘ ) = (i || o) (8.10)
> <\11 ‘Ol‘ \Ijgg?-;;> ~0 (8.11)
Kételektron operatorok
0y = i v (m,n) (8.12)
mmn=1
m<n

matrixelemeit szamoljuk ki ebben a szakaszban egymaéshoz viszonyitva gerjesztetlen egyszeresen,
kétszeresen és tobbszorosen gerjesztett Slater determinansok kozott. A leggyakrabban el6forduld
kételektron operator a Coulomb kélcsénhatés operatora, ahol

1 1

U(mjn) - |rm _rn| - T'mn

A matrixelemek:
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(o) =1 3 [

1.j=1

=

DN | —

v (1, 2) i (1) ; (2) d1d2— /¢;‘(1>¢; (2) v (1,2) i (2) 95 (1) d1d2

DN | =

Coulomb

> {gz‘j j0(1,2)]ij) —
i,j=1

N
{ij 'v(l,?)j'Q] =5 (jllij)

kicserél6dési b=l

(w|0s 9g) = S Gl

<\1/

Kételektron integralok szimmetriaja

=1

O] W) = (i |ab)

<\1z ‘Og‘ \I/%’j_'_'> ~0

Egy altalanos kételektron integral Coulomb kolcsonhatas esetén:

itk = (i -

Ez az integrél valtozatlan marad, ha az integréalasi valtozokat felcseréljiik, azaz
Galk) = [ i 05 2

=/¢: (2) 7 (1) —

A masik nyilvinvalé szimmetria a

(ijlhl) = / (D)7 (2

=(/¢i(1)¢j(z

1
‘kl> =
12

[ ;e

) (1) (2) 12
Ed}k (2) 4y (1) d1d2 = (jillk) .

) T;m (1) 1 (2) d1d2

60

) id)k (1) 4y (2) d1d2.
12

) Lt v @ d1d2)* _ (ilig)*
T12

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)



A masodik kvantalas formalizmusa. Betoltési szam reprezentacié

Tekintsiink egy azonos fermionokbdl allo fiiggetlen részecske rendszert (mint pl. HF kozelitésben
egy molekula). Legyen {|p;)} ortonormélt bazis az egyrészecske allapottéren (pl. energia sajatal-
lapotok). Tegyiik fel, hogy ezek az allapotok valamilyen szempont (mondjuk névekvs egyrészecske
energia) szerint rendezettek. Egy N részecskét tartalmazo rendszer dllapotterét (Ex) ugy kaphatjuk
meg, hogy antiszimmetrizalt tenzorszorzatat képezziik az egyrészecske allapottérnek (&)

ex = A (&™)

Ezt az allapotteret az A “(pm) ® |Pay) ® ... @ ‘(paN >] antiszimmetrizalt tenzorszorzatok feszitik ki,

amelyek koordinata reprezentacioban a jol ismert Slater determinansok lesznek. Képezziik a direkt
Osszegét az igy kapott allapottereknek

F=peén, (8.17)
N=0

Az F teret Fock térnek nevezziik, és bazisanak elemeit [n, ng, ns, na, ..)-gyel jeldljiik, ahol ny, no, ng, na, ..
stb. a sorba rendezett egyrészecske allapotok betdltési szdmai. Fermionok esetén ezek a betdltési
szamok a 0 vagy 1 értéket vehetik fel a Pauli elv miatt. & az egy dimenzids nulla részecskés alla-
pottér, amit a normalt u.n. vdkuumdllapot |0) feszit ki. A Fock tér bazisdnak fontos tulajdonséga,
hogy amennyiben a kiindulé egyrészecske allapotok ortonormaltak

<77,1, na, N3, N4, ...|’I7,1’, ’17,2', TL3/, 77,4/, > = 5n1n1' 5n2n2' 5n3n3’ caey (8.18)

azaz a Fock tér kiilonb6z6 betdltési szamokhoz tartozd bazis allapotai ortogonélisak és norméltak.
Definialjunk operatorokat, amelyek a Fock tér bazisvektorait egymaésba viszik
o A részecske keltd operdtort ak+ a Fock tér tetsz6leges bazisvektorara kifejtett hatasaval defini-
aljuk
k
al |1, ng, .ny, ) = (=1)PF (1 — ny) [n1, ng, .1, ..., (8.19)

ahol
k-1
Pe =Y ni, (8.20)
i—1

azaz a k-adikat megel6z6 allapotok betdltési szdmainak Osszegei. Konnyen lathato, hogy a
jobb oldal nulla lesz, ha eredetileg ng; = 1, azaz a k-adik allapot betoltott volt.

e A részecske eltiintetd operdtor, ay definicidja

k
ag |n1, N2, ..ng, ) = (—1)P* nglng, ne, ...0,...), (8.21)

A jobb oldal nulla lesz, ha eredetileg ny = 0 azaz a k-adik allapot iires volt. Megjegyezziik
még, hogy ay |0) = 0, a jobb oldalon a Fock tér nullvektora all, ami megkiilonboztetends a
vakumallapottol!

A részecske kelté és eltiintet6 operatorok tulajdonsagai

1. Felcserélési szabalyok

{ak, a1} = axa; + qra, = 0, {a,':, a?‘} =0, {ak, a?‘} = 01, (8.22)
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ahol a kapcsos zaréjel az antikommutatort jeloli.

2. Az ay, és ak+ egymas adjungaltjai

Definidljuk a részecskeszdm operdtort a kivetkez6 mdédon

N =Y ata 8.25
P
k

Az elnevezésre magyarizatot kaphatunk, ha megvizsgaljuk az operator hatasat a Fock tér tetszbleges
bézisvektorara.

N]nl,ng, My o) = Za:ak |1, ng, ik, ..) =
k

= ;alj (=1)P* ng [ny, ngy .0k, ..y = g (=P (1 —1nk) (=1)P* (ng) |n1, nz2, .. 1k, ..) =

an ]nl,'n,g, Ny ) = <Z nk> ‘77,1,77,2, My > (8.26)
k k

azaz a részecskeszam operédtor az allapotot konstansszorosiba viszi és ez a konstans a betoltési
szamok Osszege, azaz a részecskeszam lesz.

Sokrészecske allapotok

Az aff operatorok segitségével a vakuum allapotbol elgallithatjuk a Fock tér teszsleges |¥) N ré-
szecske alterének bazisvektorait
|T) = az'laz'2...ale |0}, (8.27)

amelyek linearis kombinaciojaként tetszéleges N részecske allapot felirhato.

A fizikai mennyiségek operatorai

Az allapotainkat felirtuk a keltd és eltiinteté operatorok segitségével. Minden hagyomanyos N
részecskés allapottérbeli vektornak megfeleltethetiink egy Fock térbeli vektort az 8.1. abran lathato
modon. Legyenek |¥),|P') € Ey tetszGleges allapotok, amiket egy az £y-en értelmezett O operéator
az alabbi kapcsolatot létesiti

O|v) =|T').

Legyen az O-nak megfelel§ operdtor a Fock téren Op. Vilasszuk agy az Op operétort, hogy
Or |Vr) = |T})

ahol |Up),|¥%) € F a |¥),|¥)-nek megfelels vektorok a Fock téren. Megmutathato, hogy az
alabbi mdédon definidlt operdtorok teljesitik ezt a feltételt.
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Fock tér

Ex
8.1. abra. Osszefiiggés a normél és a Fock tér operdtorai kozott.

Egyrészecske operatorok

Legyen
O1 =) he)
83

egyrészecske operator. A Fock térbeli megfelel§je

O1p = (kb)) aja
kl

Kétrészecske operatorok

Legyen

kétrészecske operator. A Fock térbeli megfelelgje

O = (ij v (1,2)| kl) o o ayay.
ijkl

A fent vazolt izomorfia bizonyitasa tgy torténik, hogy megmutatjuk, hogy ezen operatorok matrix-
elemei az En-en és a Fock tér N részecskés alterén megegyeznek.

A (8.22) és (8.23) bizonyitasa

Bizonyitsuk be a {ax, a;} = aga; + aja, = 0 antikommutécios relaciot.

ajag |n1, na, ny.ng, ) = a(—1)Prny

k
nl,ng,.nl,..O,..>

Ik
= (—1)pl(—1)pknmk ni, N9, .0, ..0, >
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apap |ni, N2, .Ny.. Mg, > = ak(—l)p’nl

)
ni,na, .0, LNy >

l

k
= (— )P (=1)P Ly, 11,11, 0, .0, >

I k
ni,na, .0..0,..> = —(=1)P(=1)Pknyny

Ebbdl kovetkezik az allitdsunk. A tSbbi antikommutéitor esetében hasonléan jarhatunk el.

Bizonyitsuk be a (ak)Jr = a} Osszefiiggeést! Legyen

|U) = |n1,n9, ..ng, ) -

Ezzel, feltéve, hogy ny =1 és felirva az ay |¥) normajat (ami nem nulla)

(ak\I/,ak\I/) = (‘I/,aLak\Il> .

A maésodik skalarszorzat bal oldaldn szerepls allapot betoltési szamainak meg kell egyezni a jobb
oldalon &llo allapot betoltési szamaival ahhoz, hogy az eredmény nullatol kiilonbozzon (lasd a (8.18)

Bsszefiiggést). Ez csak akkor lehetséges, ha (az)’ = a;.
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